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R�esum�e

Dans le domaine de la synth�ese d'images o�u une branche se focalise sur la reproduction

du r�eel par ordinateur, les ph�enom�enes naturels (tels que le vent, l'oc�ean, le feu et la fum�ee)

occupent une place importante dus �a leurs omnipr�esences dans la nature et donc dans la

vie de tous les jours. Le ph�enom�ene des gouttes n'est pas exempt de cet int�erêt, ces faibles

quantit�es de liquide se manifestant au quotidien sous diverses formes (la ros�ee, la pluie,

jet de douche, chute d'un gla�con dans une cocktail etc.). End�epit de la faible �echelle �a la-

quelle ce ph�enom�ene intervient, le ph�enom�ene des gouttes ne peut être n�eglig�e en synth�ese

d'images si perception, photo-r�ealisme ou immersion est de rigueur. Un 
ot de gouttes se

comporte de fa�con �etonnamment complexe, la forme ainsi que le mouvement adopt�es par

une une goutte �etant riches en possibilit�es et souvent d�ecrit comme di�cilement pr�evisible.

Dans le cadre de cette th�ese, deux m�ethodes pour l'animation de gouttes en synth�ese

d'images ont �et�e explor�ees. A�n de cerner au mieux le ph�e nom�ene des gouttes et recen-

ser ses caract�eristiques pr�edominantes d'un point de vueph�enom�enologique, une �etude

physique pr�ealable (succincte pour un physicien mais su�sante pour l'infographiste) a �et�e

n�ecessaire. A partir de la compr�ehension du ph�enom�ene au sens de la physique ainsi que

de l'analyse de pr�ec�edentes m�ethodes en relation avec lasimulation d'un 
ot de gouttes

pour la synth�ese d'images, des limitations ont pu être d�egag�ees pour donner lieu au d�eve-

loppement de deux m�ethodes distinctes conceptuellement et dans leur int�erêt.

La premi�ere m�ethode est une m�ethode empirique temps-r�eel pour l'animation de faibles

�ecoulements liquides �evoluant sur une surface plane. La principale motivation derri�ere cette

m�ethode a �et�e le niveau de performance, qui en cons�equence nous a amen�e �a e�ectuer des

choix quant au degr�e de complexit�e de de compl�etude de la prise en compte du ph�enom�ene.

Cette approche est destin�ee �a int�egrer des applications plus g�en�erales o�u les performances

priment sur le r�ealisme comme c'est le cas dans un simulateur de conduite ou dans un jeu

vid�eo.

A�n de simuler de fa�con plus convaincante et r�ealiste le ph�enom�ene des gouttes, une se-

conde m�ethode bas�ee physique a �et�e explor�ee. Comme il est g�en�eralement le cas en synth�ese

d'images, ce type d'approche permet d'obtenir des r�esultats de grandes qualit�es mais en

temps di��er�e du �a leurs complexit�es. En s'inspirant des travaux du domaine de la physique
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num�erique (fortement actif et d'int�erêts vari�es) tout en partant d'une analyse rigoureuse de

l'unique m�ethode bas�ee physique pour l'animation de gouttes sur des surfaces en synth�ese

d'images, on propose dans cette seconde m�ethode de lever certaines limitations en rapport

tant avec les complexit�es calculatoire et m�emoires qu'avec la justesse ph�enom�enologique

des r�esultats visuels.

On clôturera ce manuscrit en pr�esentant les perspectivesqu'ont engendr�ees le d�evelop-

pement de ces deux m�ethodes respectives en pr�esentant de futurs pistes de recherche.

Mots-cl�es : synth�ese d'images, ph�enom�enes naturels, gouttes, temps-r�eel, Navier-

Stokes, tensions de surface, triple ligne de contact
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Abstract

In computer graphics where a part of the community focuses onarti�cially reproducing

nature by the mean of computers, natural phenomena (such as wind, ocean, �re and smoke)

are of great importance due to their omnipresence in every day's life. In this scope, dro-

plets are no exception as one can observe them in many occasions and many forms (dew,

rain, shower burst, ice cube falling in a cocktail etc.). Despise the small scale at which

the phenomenon occurs, droplets can not be neglected in computer graphics if perception,

photo-realism or immersion are seeked. A droplet 
ow will behave in a suprising complex

way, its shape as well as its dynamic being rich in possibilities and oftenly described as

unpredictable.

In the scope of this thesis, two methods for droplets animation in computer graphics

have been explored. In order to understand the essence of thephenomenon and to list the

predominant phenomenological caracteristics, a preliminary study in physics (brief for the

physicist but su�sant for the infographist) has been necessary. From the understanding of

the phenomenon in the sens of the physics as well as the analyse of previous works dedicated

to on-surface 
ows in computer graphics, some limitations have been emphasized which in

turn have led to the development of two novel methods di�erent in both concept and scope.

The �rst method is empirical and performs in real-time, it ta ckles the problem of

on-surface 
ows on planar surfaces. The principal motivations behind this work was the

performance issues, which in consequence lead us to pose some hypotheses as well as to

consider some simpli�cations relatively to the phenomenon. This method is aimed at being

part of critical time applications where performances are prefered over realism such as in

a drive simulator or a video game.

In order to animate in a more convincing and realistic way the
ow of the droplets, a

second method physically based has been explored. As it is ingeneral the case in compu-

ter graphics, such methods allows one to attain a great degree of realism at the price of

a high computational cost, thus dedicating this type of methods to o�ine rendering. By

inspiring ourselves from the litterature present in the computational 
uid domain as well

as thoroughly analysing the only method physically based incomputer graphics for the

animation of droplets on surfaces, we propose in this secondmethod to overcome some
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limitations with respect to the computational and memory complexity as well as the cor-

rectness of the shape of the 
ow.

In conclusion, we present the perspectives that have arisedfrom the development of

these two methods.

Keywords : computer graphics, natural phenomena, droplets, real-time, Navier-Stokes,

surface tensions, triple contact line
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1

Introduction

D'un point de vue lexical, une goutte se d�e�nit simplement comme �etant une petite

quantit�e de liquide. Ph�enom�enologiquement parlant, il en est tout autre. Une goutte sera

de forme sph�erique �a l'�equilibre, s'aplatira l�eg�erem ent lorsqu'en chute libre, ondulera in-

lassablement le long d'une trajectoire courbe, se s�eparera en deux si son volume devient

trop important et fusionnera avec sa voisine lors d'une collision. Lors d'une interaction

avec une surface solide, une goutte oscillera avant de former un angle de contact stable

�a sa fronti�ere commune avec le support, se mettra en mouvement �a partir d'une certaine

inclinaison seuil de la surface, favorisera les chemins pr�ealablement mouill�es par ses sem-

blables et s'immobilisera lorsqu'elle aura laiss�ee derri�ere elle une trop large trâ�n�ee.

Riche et complexe, souvent d�ecrit comme magni�que dans la litt�erature, le ph�enom�ene

des gouttes aux origines diverses et vari�ees peut être observ�e au quotidien (voir Figure 1) :

la condensation de vapeur d'eau r�esultant en de la ros�ee oude la pluie, un splash provoqu�e

par la chute d'un objet dans une �etendue liquide, un robinet qui fuit, de l'huile plong�ee

dans un r�ecipient d'eau remontant �a la surface sous forme de gouttes etc. En d�epit de

l'�echelle macroscopique du ph�enom�ene, les gouttes interagissent avec notre milieu de fa-

�con non n�egligeable et contribuent ainsi �a la compr�ehen sion de notre environnement (par

exemple, un mat�eriau est perm�eable si une goutte �a sa surface est absorb�ee) tout en mo-

di�ant occasionnellement notre sens de la perception (par exemple, visibilit�e r�eduite lors

de conduites par temps pluvieux).

En synth�ese d'images, et plus particuli�erement dans une optique de photo-r�ealisme,

la cr�eation d'images assist�ee par ordinateur mettant en sc�ene des ph�enom�enes naturels

est consid�er�ee par la communaut�e comme �etant d'un int�e rêt inh�erent au domaine. De par

son apport, elle �etend l'univers des sc�enarios possiblestout en les augmentant de r�ealisme

et de beaut�e, et elle constitue jusqu'�a ce jour un r�eel d�e � de par la di�cult�e li�ee �a la

compr�ehension de la nature et donc, �a sa formalisation.

Les gouttes appartenant �a la vaste famille des ph�enom�enes naturels, des techniques

d�edi�ees propres �a la synth�ese d'images ont ainsi �et�e d �evelopp�ees, ces derni�eres ayant trait

tant �a la mod�elisation, �a l'animation qu'au rendu. Les in t�erêts de telles m�ethodes sont

multiples, on citera �a titre d'exemples les �lms d'animati ons (pour un r�ealisme accrue),

les jeux vid�eos (pour une meilleure immersion) ou les simulateurs de conduite (pour une



2 Introduction

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Fig. 1: Des gouttes dans la nature : une goutte s'�echappant d'un robinet (a), de la ros�ee

sur une toile d'araign�ee (c), des gouttes sur une plante (d)et un splash (e).
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modi�cation de la perception environnementale).

Comme il est fr�equent dans le cadre de m�ethodes d�edi�ees �a l'animation de ph�enom�enes

naturels, on peut distinguer trois principales classes d'approches valables pour la pr�esente

probl�ematique des �ecoulements surfaciques. La premi�ere est l'empirisme o�u une m�ethode

est construite intuitivement en fonction du r�esultat d�es ir�e, ce dernier dans le cas pr�esent

�etant g�en�eralement issu d'observations ph�enom�enolo giques car pr�esent dans la nature et

donc non arbitraire. La nature �etant complexe et di�cile �a cerner comportementalement

parlant, une approche empirique posera souvent des hypoth�eses tout en limitant l'�eventail

des ph�enom�enes �a reproduire a�n de simpli�er un vaste obj ectif en un probl�eme partielle-

ment r�esolvable par l'intuition. La seconde est dite bas�ee images o�u l'on tente d'extraire

des propri�et�es intrins�eques �a un ph�enom�ene �a partir de donn�ees existantes issues de la

nature pour �nalement les formaliser (par exemple, proc�eduralement ou spectralement).

Ce type d'approche est e�cace lorsque les donn�ees analys�ees poss�edent de fortes propri�et�es

r�ecurrentes. La troisi�eme et derni�ere classe d'approches se base sur les �equations physiques

d�ecrivant un ph�enom�ene naturel o�u des animations sont o btenues par r�esolution num�erique.

Dans les pr�esents travaux, on s'int�eresse �a l'animation de faibles �ecoulements surfa-

ciques pour laquelle deux pistes ont �et�e explor�ees. Dansun soucis de performances, une

approche empirique a �et�e d�egag�ee qui est d�ecrite dans le chapitre 2. Le mod�ele pr�esent�e

se prêtent �a des performances temps-r�eel tout en prenanten compte plusieurs param�etres

physiques li�es aux liquides, certaines simpli�cations ayant �et�e en revanche n�ecessaires fai-

sant de cette approche une approche non g�en�erale mais plut̂ot destin�ee �a un certain type

d'applications (jeux vid�eos, simulateurs de conduite). Dans un soucis de r�ealisme, une

approche bas�ee physique a �et�e d�evelopp�ee faisant l'objet du chapitre 3. Nous verrons com-

ment les �equations g�en�erales de l'hydrodynamique peuvent être modi��ees a�n que leurs

r�esolutions num�eriques permettent d'obtenir des animat ions r�ealistes. En contrepartie, les

longs temps de calculs requis fait de cette m�ethode une m�ethode pour l'animation en temps

di��er�e. Etant donn�e qu'il a fallut e�ectuer des choix qua nt aux orientations �a prendre au

d�ebut de ces travaux de recherche, il a �et�e jug�e qu'une approche bas�ee image �etait moins

appropri�ee que ses consoeurs dans une optique d'animationd'�ecoulements surfaciques, le

caract�ere al�eatoire et impr�evisible d'un 
ot de gouttes en �etant la raison majeure. On

n'exclut pas pour autant d'explorer une telle piste �a l'avenir.

||||||||||||||||||||||||||{
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Chapitre 1

Gouttes : de l'aspect

ph�enom�enologique au rendu

Avant de nous focaliser sur les pr�ec�edents travaux en synth�ese d'images relatifs �a la th�e-

matique des gouttes, il a �et�e jug�e utile et n�ecessaire d' e�ectuer au pr�ealable une description

du ph�enom�ene des gouttes au sens des sciences physiques, les int�erêts �etant multiples :

La physique, �etymologiquement du grec(( science de la nature)), s'applique depuis plu-

sieurs si�ecles �a observer les ph�enom�enes naturels, lesmesurer pour �nalement en extraire

une mod�elisation par le biais des math�ematiques. A travers l'observation sont recens�ees

les principales caract�eristiques du ph�enom�ene d�ecrivant son comportement, et d�etermine

ainsi un probl�eme bien pos�e. Cette premi�ere �etape est commune �a l'algorithmique o�u l'on

se doit de d�eterminer quelles r�egles devront être �eriger dans le but d'obtenir le r�esultat

voulu. Par exemple, une goutte se d�etachera ou non d'un solide en fonction de l'orienta-

tion et de la grandeur de la force qui lui est appliqu�ee. Par les mesures se d�egagent des

valeurs num�eriques (souvent des constantes) permettant de classi�er un ph�enom�ene selon

sa nature, et peuvent constituer des param�etres d'entr�ee�a un algorithme. Par exemple, la

viscosit�e d'un 
uide est un coe�cient d�ecrivant la propri �et�e de r�esistance �a l'�ecoulement

uniforme, et on observe dans la r�ealit�e qu'�a conditions �egales une goutte de miel (forte

viscosit�e) se d�eplacera plus lentement qu'une goutte d'eau (faible viscosit�e). Finalement,

de la mod�elisation math�ematique d�ecoule des �equations di��erentielles dont la r�esolution

permet de tracer l'�evolution du ph�enom�ene dans le temps. Bien que dans le cas des 
uides,

ces derni�eres soient complexes au point de ne pas avoir de solution g�en�erale analytique,

il existe aujourd'hui pl�ethore de m�ethodes d'int�egrati on num�erique permettant une r�eso-

lution discr�ete du syst�eme. Comme on le verra par la suite, la physique num�erique est

aujourd'hui couramment mise �a contribution dans le domaine de la synth�ese d'images, et

constitue une m�ethode de solution �a part.

Le chapitre pr�esent est organis�e de la fa�con suivante. Dans une premi�ere partie, une

description physique principalement bas�ee sur les ouvrages [dG85, dGBWQ05] sera �etablie,

cette derni�ere �etant volontairement restreinte quantit ativement en vue des besoins du
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domaine de la synth�ese d'images. Cette partie permettra der�epondre notamment �a deux

questions essentielles :

{ Que cherche-t-on �a reproduire en synth�ese d'images ? On pourra ainsi mieux cer-

ner les contributions de la communaut�e ainsi que leurs limitations actuelles, pour

�nalement d�egager les probl�emes demeurant ouverts.

{ Quelles sont les raisons derri�ere le ph�enom�ene ? De par ses �el�ements de r�eponse,

on sera en mesure de mieux �evaluer les approximations e�ectu�ees, la validit�e des

hypoth�eses pos�ees ou la qualit�e des heuristiques utilis�ees lors de pr�ec�edents travaux.

Dans une seconde partie, on passera en revue les contributions signi�catives apport�ees par

la communaut�e de la synth�ese d'images ces derni�eres ann�ees, chacune �etant pourvue d'une

analyse succincte mais su�sante �a sa compr�ehension globale. Finalement, on se �xera des

objectifs en ciblant certaines limitations a�n de les d�epasser, objectifs qui sont �a la base

des motivations des travaux de recherche pr�esent�es dans ce manuscrit.

1.1 Un aper�cu de la physique des gouttes

N�ee au d�ebut du XIX �eme si�ecle, la capillarit�e d�esigne l'�etude des surfaces de s�epara-

tion (dites interfaces) existant entre deux liquides non miscibles ou entre un liquide et un

gaz. La capillarit�e permet entre autres d'expliquer la forme des bulles et des gouttes, la

stagnation d'une petite goutte sur une fenêtre, la formation de menisques, et a fait l'objet

d'une formalisation succinctement d�ecrite dans ce qui suit.

1.1.1 Tension de surface

�

Fig. 1.1: Deux mol�ecules d'eau sont repr�esent�ees avec leurs interactions respectives sous

forme de 
�eches. La mol�ecule plong�ee dans le liquide est en interaction avec son voisinage

complet alors que la mol�ecule �a l'interface � perds enviro n la moiti�e de ses interactions.

Ce ph�enom�ene est �a la base du d�efaut d'�energie commun�ement observ�e �a l'interface, et est

�a l'origine de la tension super�cielle.

A l'�echelle microscopique, un liquide se compose d'un ensemble de mol�ecules, chacune
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�etant en interaction avec ses voisines. Cet �equilibre estrompu �a la surface du liquide o�u

les mol�ecules limitrophes sont moins sollicit�ees par leur voisinage (voir Figure 1.1), ce qui

se traduit par un d�efaut d'�energie du syst�eme. A�n de pali er �a cette perte �energ�etique, un

liquide aura alors tendance �a minimiser sa surface libre, et l'on appelle tension super�cielle

(respectivement, tension interfaciale)
 la mesure du d�efaut d'�energie par unit�e de surface

dans le cas d'une interface liquide-gaz (respectivement, une interface liquide-liquide).

Conceptuellement, 
 repr�esente l'�energie �a fournir pour augmenter la surface d'une

unit�e [ J �m� 2], ou de fa�con �equivalente, la force �a appliquer le long dela normale �a l'interface

pour d�eformer la surface �a l'�equilibre [ N �m� 1]. Cette constante mesur�ee exp�erimentalement

se notera
 L 1L 2 dans le cas d'une tension interfaciale entre deux liquidesL 1 et L 2, et 
 L 1

dans le cas d'une tension super�cielle entre un liquideL 1 et un gaz.

A�n de rendre plus ais�ee la lecture du manuscrit, on utilisera dor�enavant le terme plus

g�en�erique de tension de surface en sus des termes de tension super�cielle et de tension

interfaciale.

1.1.2 Discontinuit�e de la pression

@�! n
�

0

p


�

@�! n

�

�! n

Fig. 1.2: A gauche, une goutte d'eau (en bleu) en contact avec de l'air (en rouge), l'interface

�etant d�enot�ee �. A droite, mesure de la pression p le long de l'axe de la normale@�! n pour

un point �xe de l'interface. La loi de Laplace est illustr�ee par le saut de pression d'intensit�e


� intervenant �a la transition interfaciale.

Lorsque l'on traverse une interface s�eparant deux 
uides, il existe une discontinuit�e

dans le champs de pressions due �a la pr�esence de la tension de surface. Laplace formalise

ce ph�enom�ene en 1805 par un th�eor�eme qui d�ecrit le saut de pression �a l'interface comme

�etant proportionnel �a la courbure de l'interface (voir Fi gure 1.2) :

� p = 
�

o�u � d�enote la courbure moyenne au sens de la m�ecanique des 
uides et non de la g�eo-

m�etrie di��erentielle. Soit, si R1 et R2 sont respectivement les rayons de courbures dans les
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deux directions principales en un point de l'interface, alors les deux courbures principales

sont � 1 = 1
R1

et � 2 = 1
R2

et la courbure moyenne est d�e�nie par � = � 1 + � 2.

Le th�eor�eme de Laplace permet d'expliquer l'origine de la surpression qui r�egne au sein

de gouttes et de bulles, et ainsi comprendre l'adh�esion capillaire entre deux plaques ou

pourquoi une petite bulle fusionnera avec sa voisine plus volumineuse par exemple.

1.1.3 Contact �a trois phases

Lorsqu'une interface 
uide-
uide entre en contact avec un solide, il existe une ligne

�a laquelle les trois phases se recoupent : cette interface particuli�ere se d�enomme la triple

ligne de contact, le mouillage �etant l'�etude de l'�etalem ent d'un liquide sur un substrat

solide.

Angle de contact stable

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

����������������������������������������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������


 SG

S > 0 S < 0


 SL CL


 LG

Fig. 1.3: En haut, une goutte liquide pos�ee sur un solide est soumise aux trois tensions

de surface �a sa triple ligne de contactCL. Si le param�etre d'�etalement S est positif, on

dit alors que la surface est hydrophile et on assiste �a un mouillage total de la surface (en

bas, �a gauche). Inversement, si le param�etre d'�etalement S est n�egatif, on dit alors que la

surface est hydrophobe et on assiste �a un mouillage partielde la surface (en bas, �a droite).

Consid�erons une quantit�e liquide d�epos�ee sur une surface solide. Selon la nature de

ces deux derniers, on assistera �a un mouillage partiel (on dira alors que la surface est

hydrophobe) ou �a un mouillage total (on dira alors que la surface est hydrophile) du li-

quide. La nature du mouillage est d�ecrite par le param�etre d'�etalement S qui est fonction

des tensions de surface agissant �a la triple ligne de contact 
 SG, 
 SL et 
 LG , et on pose

S = 
 SG � (
 SL + 
 LG ).

Ainsi, comme illustr�e dans la Figure 1.3, si :

{ S > 0, 
 SG pr�edomine et on assiste �a un �etalement du liquide sur le solide.

{ S < 0, les tensions de surface liquides
 SL et 
 LG pr�edominent et le liquide se r�etracte

sur lui-même.
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A l'�equilibre, soit lorsque S = 0, l'angle form�e par le liquide avec le solide est constant

et se d�enote � E . En projetant l'�equilibre des forces capillaires sur le plan solide, on obtient

alors la relation de Young (1805) :


 SG � (
 SL + 
 LG cos� E ) = 0

En reportant l'expression pr�ec�edente de 
 SG dans la formulation initiale de S, on

obtient de fa�con �equivalente :


 LG (cos� E � 1) = 0

La relation de Young est importante dans le sens o�u elle permet de caract�eriser un

�equilibre capillaire �a partir de deux constantes, 
 LG et � E , en lieu de trois constantes,
 LG ,


 SG et 
 SL . Pour un couple de 
uides et une surface donn�es, l'angle de contact �a l'�equilibre

� E est obtenu par mesure exp�erimentale et d�ecrit compl�etement le balancement des forces

�a l'�equilibre en compl�ementarit�e 
 LG . Il est ainsi possible de se passer des mesures
 SG

et 
 SL , ce qui pr�esente des avantages notamment lorsque ces derni�eres sont sujettes �a du

bruit et donc plus probl�ematiques �a estimer en laboratoir e.

Hyst�er�esis de l'angle de contact

Bien que la relation de Young formalise id�ealement le ph�enom�ene de la triple ligne de

contact, les mesures exp�erimentales obtenues en laboratoire validant le mod�ele �equationnel

lorsque des conditions optimales sont atteintes (liquide(( pur ))pos�e sur une surface solide

(( parfaitement ))plane et propre), les observations ph�enom�enologiques di��erent n�eanmoins

quelque peu de l'aspect th�eorique.

��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������

��������������������������������
��������������������������������
��������������������������������

� a

� r

� e

S = 0

Fig. 1.4: Hyst�er�esis de l'angle de contact : une goutte peut former un angle de contact

stable � s avec une surface solide tel que� r � � s � � a, sa triple ligne de contact demeurant

statique.
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En e�et, dans la nature, il est quasiment pour ne pas dire impossible de retrouver

les conditions optimales pr�ec�edemment consid�er�ees. En cons�equence, ces derni�eres sont

des hypoth�eses trop fortes qui doivent être relax�ees en vue d'̂etre en meilleur agr�ement

avec les observations ph�enom�enologiques. Consid�eronsune surface solide horizontale sur

laquelle est pos�ee une petite goutte d'eau en �equilibre capillaire (soit, la goutte est immo-

bile et l'angle de contact form�e avec le solide est stable).Si l'on incline progressivement la

surface solide, on observe que la goutte ne d�ecroche du solide sous l'e�et de la gravit�e qu'�a

partir d'une certaine inclinaison seuil, l'angle de contact d�ecrivant entre-temps un petit

�eventail de valeurs. En d'autres termes, l'angle de contact stable � s ne peut se r�eduire �a

une valeur unique� E , mais admettra plutôt un intervalle de valeurs born�e par d eux angles

limites caract�eristiques : l'angle minimal � r dit (( angle de recul�ee ))et l'angle maximal � a

dit (( angle d'avanc�ee )), avec l'angle id�eal �a l'�equilibre � e 2 [� r ; � a].

Ce ph�enom�ene commun�ement appel�e hyst�er�esis de l'ang le de contact (voir Figure 1.4)

s'explique par le fait que toute surface solide pr�esente des d�efauts chimiques ou physiques

�a partir d'une certaine �echelle, et peut être observ�e dans la nature dans de nombreuses

circonstances, d'o�u son importance.

Dynamique de la ligne triple de contact

Le d�eplacement de la triple ligne de contact sur une surfacesolide est certainement

�a ce jour le ph�enom�ene le moins bien compris en physique des gouttes, et son �etude �a

même permis de corriger une importante singularit�e qui �etait commun�ement admise en

m�ecanique des 
uides 1.

Bien qu'il n'existe pas de formalisation g�en�erale universellement admise mettant en

rapport les di��erentes propri�et�es des 
uides et du solid e (densit�e, viscosit�e, friction etc.)

avec le d�eplacement de la triple ligne de contact pour une con�guration donn�ee, la com-

munaut�e physique a n�eanmoins propos�e plusieurs mod�elisations empiriques du ph�enom�ene

bas�ees sur les observations suivantes :

{ l'angle de contact dynamique � d est toujours compris entre l'angle de recul�ee� r et

l'angle d'avanc�ee � a.

{ si l'interface se d�eforme (par exemple, sous l'e�et de la gravit�e) tel que l'angle de

contact dynamique d�epasse l'angle d'avanc�ee� a, alors la triple ligne de contact sera

soumise �a une acc�el�eration normale �a l'interface, cela a�n de recouvrir l'�equilibre

capillaire.

{ inversement, si l'angle de contact dynamique devient inf�erieur �a l'angle de recul�ee � r ,

alors la triple ligne de contact sera soumise �a une acc�el�eration oppos�ee �a la normale

de l'interface a�n de recouvrir l'�equilibre capillaire.

1Cette singularit�e relative aux conditions limites des v�e locit�es du couple de 
uides au bord de la surface

solide sera d�ecrite lorsque les simulations num�eriques seront abord�ees.
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Fig. 1.5: A gauche, une goutte d'eau glisse le long d'une surface solide inclin�ee. La valeur

de l'angle de contact� d d�epend de la v�elocit�e normale �a l'interface, et � r � � d � � a comme

sch�ematis�e sur la droite.

La Figure 1.5 illustre une triple ligne de contact en mouvement ainsi que la corr�elation

entre l'angle de contact et la vitesse �a l'interface. On notera que le sch�ema de droite d�ecrit

non seulement la dynamique de la triple ligne de contact, mais aussi l'hyst�er�esis de l'angle

de contact o�u �a l'�equilibre (soit, pour une v�elocit�e nu lle) il est permis �a � d d'osciller entre

� r et � a.

Si l'on consid�ere une surface solide o�u deux gouttes sont �a proximit�es, on remarquera le

ph�enom�ene tant banal qu'�etonnant de l'attraction entre ces deux derni�eres, la plus petite

goutte se d�eversant dans sa voisine avant fusion totale. Bien qu'en apparence non corr�el�e

avec le ph�enom�ene de l'angle de contact, ce comportement s'explique dans un premier

temps par l'existence d'un �lm pr�ecurseur microscopique se d�eveloppant au del�a de la

triple ligne de contact. Une surface devenant plus hydrophile lorsque humide, la valeur de

l'angle de contact stable devient dans ce cas inf�erieur �a sa valeur initiale sur surface s�eche.

Le �lm pr�ecurseur (non visible �a l'oeil nu) en p�eriph�eri e des gouttes a pour cons�equence

de provoquer une diminution nette de l'angle de contact lorsque qu'une goutte est rela-

tivement proche d'une de ses consoeurs, in
igeant ainsi un d�eplacement net de la triple

ligne de contact dans le sens de la normale. Les deux liquidesfusionnent alors en une

seule goutte initialement en d�es�equilibre �energ�etiqu e, les tensions de surface corrigeant ce

dernier a�n de �nalement dicter la forme de la nouvelle goutte.

Les di��erents mod�eles �elabor�es dans le cadre de la pr�esente probl�ematique �etant desti-

n�es �a un usage au sein de simulations num�eriques exp�erimentales, on les omettra volontai-

rement dans la pr�esente partie qui se veut th�eorique pour yrevenir en d�etail ult�erieurement

lorsque des m�ethodes num�eriques bas�ees physiques seront �etudi�ees.
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1.2 Mod�elisation, animation et rendu de gouttes

Au d�ebut des ann�ees 1980, des m�ethodes pionni�eres en mati�ere de rendu de liquides

ont �et�e propos�ees en abordant le probl�eme initial des gr andes �etendues d'eau pour l'int�erêt

trivial qu'il repr�esente en synth�ese d'images. En constatant qu'un liquide se distingue en

partie d'un solide de par les fortes variations d'intensit�e lumineuse qui surviennent �a sa

surface dues �a une g�eom�etrie irr�eguli�ere (petites vag ues, ondes etc.), la technique encore

r�ecente du (( bump-mapping )) [Bli78] fut mise �a contribution dans ce cadre sp�eci�que. E n

consid�erant la surface de l'eau comme un plan, une texture bidimensionnelle est utilis�ee a�n

de modi�er l'intensit�e des normales �a la surface selon unefonction de perturbation judi-

cieusement d�etermin�ee et g�en�eralement bas�ee sur des sinuso•�des ou du bruit [Sch80, Per85].

La g�eom�etrie planaire sous-jacente limitant s�erieusement les domaines d'application des

approches pr�ec�edentes (d�eferlement, r�efraction et at t�enuation de la lumi�ere, point de vue

fortement contraint etc.), des mod�eles param�etriques issus de l'hydrodynamique ou de

l'oc�eanographie furent introduit a�n d'animer des sc�ene s littorales [Pea86, FR86, TB87],

une approche spectrale [MWM87] ainsi qu'une m�ethode bas�ee sur une subdivision stochas-

tique de la surface [Lew87] permettant quant �a elles de g�en�erer des images statiques de

sc�enes oc�eanographiques simples.

(a) R�esultat extrait de [Per85] (b) R�esultat extrait de [FR86] (c) R�esultat extrait de [Lew87]

Fig. 1.6: Quelques animations pionni�eres en synth�ese d'images pour de larges �etendues

d'eaux.

Ces m�ethodes pr�ecurseuses �etant intrins�equement li�e es �a la nature des larges �etendues

d'eau (voir Figure 1.6), elles ne pouvaient être ni revisit�ees ni �etendues �a la probl�ematique

des faibles �ecoulements liquides. Alors que la majorit�e de la communaut�e s'orientait vers

des m�ethodes de solution physiques de plus en plus inspir�ees par la m�ecanique des 
uides

tout en demeurant dans l'optique initiale, des m�ethodes empiriques sp�eci�ques aux gouttes

�emerg�erent en parall�ele d�es le d�ebut des ann�ees 1990. Ces premiers travaux donneront lieu

par la suite �a plusieurs autres contributions, et formeront en raison de leur nature empi-

rique partag�ee une premi�ere famille d'approches qui feral'objet de la partie 1.2.1.

Depuis leur introduction en synth�ese d'images par Foster et Metaxas [FM96] en 1996,
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les �equations de Navier et Stokes ont permis d'initier progressivement une partie de la

communaut�e graphique �a la m�ecanique des 
uides ainsi qu'�a la physique num�erique, la

premi�ere traitant des aspects th�eoriques fondamentaux tandis que la seconde concentre

ses e�orts sur l'impl�ementation de m�ethodes de r�esoluti on. En e�et, convaincue face au

r�ealisme des animations obtenues (alors jamais atteint) et r�ealisant graduellement le carac-

t�ere mall�eable des �equations, la communaut�e pers�ev�e ra dans cette voix et apporte depuis

de nombreuses m�ethodes permettant de simuler toujours plus de ph�enom�enes naturels.

On pourra citer par exemple la simulation de liquides de diverses natures en interaction,

l'�ebullition ainsi que l'�evaporation r�esultante, les b ulles ou encore les gouttes. Cette fa-

mille d'approches issue de la m�ecanique des 
uides sera pr�esent�ee et analys�ee dans la

partie 1.2.2, cela pour deux raisons. Bien qu'il ait �et�e in sinu�e pr�ec�edemment l'existence

de m�ethodes d�edi�ees aux gouttes, il n'en existe en r�ealit�e qu'une seule prenant en compte

la complexit�e du ph�enom�ene dans son int�egralit�e [WMT0 5]. Cependant, cette m�ethode

pouvant être consid�er�ee comme une extension de ses pr�ed�ecesseurs, la pr�esentation des

contributions majeures lui �etant ant�erieures est primor diale �a sa compr�ehension. De plus,

une approche physique novatrice ayant fait l'objet de recherche dans le cadre de cette

th�ese, cette derni�ere se basant sur la famille de m�ethodes en question, la n�ecessit�e quant

�a situer et analyser les travaux ant�erieurs n'en est qu'accrue.

1.2.1 Approches empiriques

(a) R�esultat extrait de [KKY93] (b) R�esultat extrait de [KZYN96] (c) R�esultat extrait de [KIY99]

Fig. 1.7: Di��erents r�esultats obtenus par Kaneda et al.

La premi�ere m�ethode d�edi�ee au rendu de gouttes fut propo s�ee en 1993 par Kanedaet

al [KKY93] o�u il est question d'animer des gouttes d'eau sur une surface plane translu-

cide orientable selon l'axe des abscisses dans l'espace. Lasimulation empirique emploie

une discr�etisation 2D r�eguli�ere de la surface o�u chaque �el�ement de la grille contient deux

variables ainsi qu'une constante, respectivement la massed'eau et la v�elocit�e �a un instant

donn�e ainsi qu'un coe�cient dit d'a�nit�e de la surface. Ce coe�cient d'a�nit�e local �a

chaque �el�ement de la grille peut être utilis�e a�n de repr �esenter la nature hydrophile ou

hydrophobe de la surface, mais aussi d�enoter la pr�esence d'insalubrit�es. Un param�etre

global n�ecessaire au d�eroulement de la simulation est celui de l'angle d'inclinaison de la

surface selon une unique dimension et se substitue -non r�eciproquement- �a la force gravi-
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tationnelle. En consid�erant ind�ependamment chaque �el�ement de la grille, l'algorithme se

r�esume de la fa�con suivante : si la masse locale d�epasse une certaine masse seuil (para-

m�etre �x�e par l'utilisateur), alors la goutte est autoris �ee �a se mouvoir vers l'une de ses

trois voisines. Vient alors le choix de la direction de mouvement, qui favorise l'�el�ement

connexe le plus humide si pr�esent, ou �a d�efaut l'�el�emen t ayant le coe�cient d'a�nit�e le

plus �elev�e. Avant d'e�ectuer le d�eplacement de la goutte , une quantit�e d'eau sera retenue

en l'�el�ement courant proportionnellement �a son a�nit�e locale, sa vitesse �etant mise �a jour

relativement �a une acc�el�eration calcul�ee en fonction d e l'angle d'inclinaison de la surface

et de l'humidit�e de l'�el�ement cible. Ainsi, une goutte se d�epla�cant en zone humide sera

acc�el�er�ee proportionnellement �a l'angle d'inclinais on de la surface tandis qu'une goutte se

d�epla�cant en zone s�eche sera d�ec�el�er�ee inversement proportionnellement �a l'angle d'incli-

naison de la surface. Connaissant la direction du mouvementet la vitesse de la goutte, le

temps n�ecessaire �a la translation de la masse d'eau vers sanouvelle destination peut être

d�eriv�e. A noter que cette translation s'e�ectue de fa�con (( binaire ))et non progressive. Le

dernier point �a consid�erer est celui de la fusion de deux gouttes apr�es avoir mis �a jour la

grille. Dans ce cas pr�ecis, la v�elocit�e de la goutte r�esultante est recalcul�ee selon la loi de

conservation des moments de forces, soit le rapport de la somme des deux v�elocit�es pon-

d�er�ees par leurs masses respectives sur la somme des masses avant collision. Les gouttes

sont mod�elis�ees individuellement comme intersection d'une sph�ere avec un plan soumise

�a deux contraintes. Le volume de la sph�ere non contenu dansle plan doit re
�et�e la masse

de la goutte, l'angle de contact form�e �a l'intersection �e tant impos�e. Inspir�e par la relation

de Young et par le ph�enom�ene d'hyst�er�esis de l'angle de contact, trois param�etres �x�es

par l'utilisateur sont requis, �a savoir l'angle de contact stable, l'angle de recul�ee et l'angle

d'avanc�ee. Selon que la goutte soit immobile, se d�eplace vers une zone humide ou vers une

zone s�eche, l'angle de contact impos�e sera alors respectivement l'angle de contact stable,

l'angle de recul�ee ou l'angle d'avanc�ee. A�n de rendre la surface mouill�ee, une technique de

lanc�e de rayons est combin�ee �a de l'environment mapping [Gre86]. Les rayons sont dans un

premier temps intersect�es avec l'arri�ere de la surface (zone non mouillable) pour ensuite

être r�efract�es en utilisant les valeurs de la grille, la couleur des pixels �naux �etant alors

obtenue en indexant une cubemap repr�esentant la sc�ene parces derniers.

Peu apr�es, la m�ethode pr�ec�edente fut �etendue aux surfa ces courbes de mat�eriau quel-

conque et librement orientables dans l'espace [KZYN96]. Une surface courbe d�e�nie par

des carreaux de B�ezier est discr�etis�ee en un maillage nonr�egulier compos�e de quadrilat�eres

dont les centres adressent les variables, la v�elocit�e �etant cette fois exprim�ee sous forme vec-

torielle et une information de normale ayant �et�e rajout�e e. La simulation se distingue de

sa consoeur par l'usage de la seconde loi de Newton ainsi que par une dynamique dict�ee

par un mod�ele probabilistique : la somme des forces ext�erieures (telles que la gravit�e et le

vent) est projet�ee sur le plan de chaque �el�ement, la normedu vecteur r�esultant autorisant le

d�eplacement de la goutte si il d�epasse un seuil proportionnel �a l'a�nit�e surfacique locale.

Dans l'a�rmative, chacun des voisins 8-connexe se voit a�ect�e une (( note ))d�etermin�ee
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empiriquement selon une combinaison lin�eaire de trois coe�cients, le premier �etant relatif

�a la position de son centre et �a la loi du mouvement de Newton, le second �a son a�nit�e

de surface et le troisi�eme �a sa masse liquide. Un tirage al�eatoire usant d'une roulette est

alors e�ectu�e a�n de d�eterminer la direction de mouvement de la goutte, permettant ainsi

de perturber occasionnellement le 
ot et de rompre une certaine uniformit�e. Les v�elocit�es

sont quant �a elles mises �a jour en int�egrant l'acc�el�era tion dans le temps. Une derni�ere

di��erence se situe au niveau du rendu o�u sont mentionn�ees une approche rapide (adap-

tation de [KKY93] �a un maillage irr�egulier courbe) ainsi q u'une approche photo-r�ealiste

o�u la surface mouill�ee est exprim�ee en une surface de B�ezier et les gouttes sous forme de

metaballs.

Ces travaux furent encore �etendus a�n de g�erer notamment des obstacles dynamiques [KIY99].

Le maillage �etant compl�et�e avec une information bool�ee nne quant �a la pr�esence d'un obs-

tacle, la simulation se d�eroule alors en deux phases successives o�u les obstacles sont respec-

tivement consid�er�es comme �etant statiques puis libres de mouvement. La premi�ere phase

se focalise sur la dynamique du 
ot et est identique en tout point �a la simulation pro-

pos�ee dans [KZYN96] si ce n'est que la combinaison lin�eaire de chaque �el�ement voisin

se voit pond�er�ee d'une dirac relative �a la pr�esence d'obstacles, for�cant ainsi un d�eplace-

ment des gouttes tangentiel �a un obstacle si n�ecessaire. Lors de la seconde phase dite de

(( non-gravit�e )), les obstacles mobiles poussent dans un premier temps les gouttes sur leurs

passages vers leurs �el�ements voisins libres les plus proches. Pour chacune de ces gouttes, les

autres �etant spatio-temporellement gel�ees, est ensuitecalcul�ee une force centrifuge d�epen-

dant du moment angulaire de l'obstacle qui d�eterminera un d�eplacement suppl�ementaire

en se substituant �a l'action des forces ext�erieures. La m�ethode de rendue est identique

�a celle propos�ee dans [KKY93], deux e�ets visuels ayant �et�e rajout�es : le (( defocus ))des

gouttes lorsque les objets de la sc�ene sont �eloign�es de lasurface mouill�ee en att�enuant

empiriquement les contributions des gouttes pr�e-�ltr�ee s au reste de la sc�ene dans l'espace

des couleurs ; l'e�et de 
oue provoqu�e par les obstacles en mouvement �etant obtenu par

une rasterization de la surface balay�ee d'intensit�e proportionnelle au ratio de la surface

balay�ee sur le laps de temps �ecoul�e entre deux images succesives de l'animation.

Synth�ese de [KKY93, KZYN96, KIY99] (voir Figure 1.7) : les t rois simulations pr�e-

sentent une caract�eristique commune, le d�eplacement desgouttes : une goutte est tota-

lement transport�ee dans sa nouvelle cellule apr�es un lapsde temps �x�e. En d�ecoule une

premi�ere limitation qui est celle de la 
uidit�e de l'anima tion, cette derni�ere �etant directe-

ment li�ee �a la r�esolution du maillage utilis�e pour la sim ulation. Ainsi, a�n d'obtenir une

animation relativement plaisante, la taille des maillagesse doit d'̂etre relativement grande

avec les inconv�enients que cela apporte (complexit�e calculatoire et m�emoire). On est aussi

en droit de remettre en cause la n�ecessit�e de mod�eliser des gouttes avec prise en compte de

l'angle de contact, �etant donn�e qu'un 
ot sera ph�enom�en ologiquement continu alors que

sa mod�elisation sera une succession de gouttes individuelles. Le ph�enom�ene de r�efraction
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sera donc fauss�e dans tous les cas. Concernant les obstacles, ces derniers se r�esument �a des

objets soumis �a un moment angulaire (tel un essuie-glaces)et non �a une force quelconque,

ce qui limite les possibilit�es de repr�esentations d'obstacles.

(a) Sans e�et de champs de profondeur (b) Avec e�et de champs de profondeur

Fig. 1.8: R�esultats obtenus par Satoet al. [SDY02]

Sato et al. [SDY02] r�eutilisent la simulation empirique de [KKY93] et proposent une

technique de rendu tirant parti de la puissance des processeurs graphiques (commun�ement

appel�es GPU 2). Une goutte est mod�elis�ee en tant qu'un h�emisph�ere dis cr�etis�e sous la forme

d'un maillage traditionnel, l'environnement se limitant �a une image de fond. Pour chaque

�el�ement de la grille 2D de la simulation, si une masse d'eauest pr�esente, alors une texture

partiellement transparente (commun�ement appel�ee billb oard) est g�en�er�ee dynamiquement

sur GPU �a partir de la projection du maillage de la goutte �a l aquelle est appliqu�ee une

technique d'environment mapping permettant de simuler l'e�et de r�efraction en modi�ant

les coordonn�ees de texture relative �a l'image de fond. Lorsque le calcul de toutes les bill-

boards s'ach�eve, l'image de fond est dans un premier temps projet�ee puis chaque goutte

est rendue en projetant orthogonalement sa billboard translat�ee en son centre et mise �a

l'�echelle proportionnellement �a sa masse d'eau. Un e�et de champs de profondeur a aussi

�et�e impl�ement�e en convoluant les billboards avec un �lt re d'interpolation avant projection

(voir Figure 1.8).

Cette approche uniquement d�edi�ee au rendu des gouttes utilise une mod�elisation simpli��ee

de celle pr�esent�ee dans [KKY93, KZYN96, KIY99]. Chaque goutte est consid�er�ee indivi-

duellement et fait abstraction de son voisinage, l'angle decontact form�e �etant toujours

de �
2 . De plus, la r�efraction est approch�ee par une technique d'environment mapping 2D

et non 3D, ce qui limite le champs de r�efraction des gouttes et fausse d'autant plus les

informations de couleurs obtenues.

En constatant certaines incoh�erences entre la forme des gouttes obtenues par une pr�e-
2Graphics Processor Unit
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(a) Fusion de deux gouttes (b) Plusieurs gouttes soumises �a la gravit�e

Fig. 1.9: R�esultats obtenus par Yu et al. [YJC98]

c�edente approche [KZYN96] et les observations ph�enom�enologiques, Yu et al. [YJC98]

proposent une mod�elisation des gouttes bas�ee sur des surfaces implicites. Leur contribu-

tion est la modi�cation de la formulation standard des metaballs o�u l'isosurface de la

goutte est d�etermin�ee dans le cas pr�esent par un champs scalaire en concordance avec un

champs vectoriel. Partant d'un h�emisph�ere (plus pr�ecis �ement, les auteurs ne consid�erent

que la partie sup�erieure de l'intersection entre une metaball et un plan passant par son

centre), le champs vectoriel �a l'isosurface permet d'alt�erer empiriquement le champs sca-

laire a�n de re
�eter l'e�et des forces de gravitation et de f riction agissant sur la goutte, une

transformation analytique inverse permettant de corr�eler l'isosurface initiale avec sa d�e-

formation. La forme de la goutte ainsi obtenue peut de plus être soumise �a des contraintes

spatiales en ajoutant des points de contrôles. L'isosurface des metaballs est alors extraite

par une technique de lanc�e de rayon prenant en compte la r�e
exion ainsi que la r�efraction

de la lumi�ere. Dans des travaux faisant suite [YJC99], la m�ethode pr�ec�edente est �etendue

a�n de prendre en compte l'impact des insalubrit�es de surface sur la forme des gouttes en

utilisant une discr�etisation r�eguli�ere 2D de la surface o�u les coe�cients en question sont

d�e�nis.

Ces deux approches [YJC98, YJC99] se focalisent sur la mod�elisation des gouttes (voir

Figure 1.9) et non sur leur dynamique bien que des param�etres physiques soient pris en

compte a�n d'in
uencer la forme des gouttes. La principale limitation de ces m�ethodes

est qu'elles ne peuvent être g�en�eralis�ees �a un 
ot de goutte arbitraire �etant donn�e une

algorithmique agissant au cas par cas. De plus, a�n d'obtenir des r�esultats r�ealistes, une

modi�cation des param�etres par l'utilisateur peut être n �ecessaire. Finalement, la mod�elisa-

tion des gouttes en tant que surface implicite rends ces m�ethodes di�cilement adaptables

en vue d'atteindre des performances interactives.
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(a) Mod�elisation (b) Rendu (c) Animation

Fig. 1.10: R�esultats obtenus par Fournier et al. [FHP98]

Fournier et al. [FHP98] proposent de dissocier le mouvement des gouttes de leur mo-

d�elisation a�n d'optimiser les temps de calculs. La simulation op�ere sur un syst�eme de

particules o�u chaque goutte est consid�er�ee comme une unique particule, un maillage tri-

angulaire repr�esentant la surface. La vitesse de chaque goutte �evolue selon une approche

inspir�ee de la m�ecanique classique modi��ee empiriquement a�n de prendre en compte

des param�etres relatifs �a l'adh�esion, la friction et la r ugosit�e de la surface. Lorsque les

gouttes entrent en mouvement, une phase de d�etection de collision permet de d�eterminer

les gouttes entrant en fusion, auquel cas la masse de la nouvelle goutte se voit a�ect�ee la

moyenne des deux anciennes masses tandis que sa position et sa v�elocit�e sont calcul�ees

en tant que moyenne pond�er�ee. Partant d'une discr�etisat ion initiale d'un h�emisph�ere, la

forme de la goutte est obtenue par la r�esolution d'un syst�eme de masses ressorts soumis �a

quatre contraintes, ces derni�eres �etant relatives �a la conservation du volume, la sensibilit�e

aux forces ext�erieures, la minimisation de la surface en contact avec l'air et la maximisa-

tion de celle en contact avec la surface solide. Les gouttes sont �nalement visualis�ees en

temps di��er�e en omettant le ph�enom�ene de r�efraction ta ndis que la r�e
exion de la lumi�ere

est approch�e par une technique d'environment mapping. La �gure 1.10 illustre certains

aspects des r�esultats.

Une s�erieuse limitation de cette m�ethode est la gestion des collisions o�u plusieurs pas de

temps interm�ediaires sont n�ecessaires a�n d'obtenir desr�esultats coh�erents. Ces collisions

sont rendues d'autant plus complexes qu'elles doivent satisfaire �a la conservation de la

masse d'un liquide, et donc aucune inter-p�en�etration de particules devraient être tol�er�ees.

Aussi, la forme des gouttes calcul�ee ne d�epend pas de sa forme �a l'instant pr�ec�edent, ce

qui est une simpli�cation nuisant au r�ealisme des animations.

Murta et Miller [MM99] proposent une approche bas�ee sur un syst�eme de particules

adaptatif a�n de mod�eliser et d'animer des gouttes en contact avec l'air ou une surface

solide. Les particules sont soumises �a l'in
uence de forces ext�erieures telle que la gravit�e,

leur distribution �etant r�egie par un mod�ele d'attractio n-r�epulsion permettant de garder

une coh�erence en vue du ph�enom�ene simul�e (une goutte correspond �a un regroupement de
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Fig. 1.11: R�esultats obtenus par Murta et Miller [MM99] : de gauche �a droite, une goutte

entre en collision avec une surface solide.

particules scindable uniquement dans de certains cas). A�nd'all�eger les temps de calcul

sans nuire �a la simulation ou au rendu, les particules sont autoris�ees �a fusionner lorsqu'un

pro�l de vitesse est partag�e localement, une scission �etant de rigueur lors d'un contact

solide ou de l'isolement d'une goutte. Lors d'une violente collision avec une surface solide,

les particules se verront attribuer une force de rebond et inversement, lors d'une faible col-

lision les forces attribu�ees seront tangentielles �a la surface. Les particules �etant consid�er�ees

comme des surfaces implicites, la conservation de la masse ainsi que la forme des gouttes

en contact solide sont adress�ees par une modi�cation des param�etres relatifs aux surfaces

implicites, le rendu �etant obtenu par une visualisation de l'isosurface r�esultante. A�n de

conserver la masse, la variation de volume pour chaque goutte est traqu�ee entre deux pas

de temps successifs de la simulation, l'approximation des volumes passant par une int�e-

gration num�erique sur une grille 3D des isosurfaces pr�ealablement discr�etis�ees. Lors d'un

contact solide, les param�etres des surfaces implicites sont modi��es dans un premier temps

en vue d'�eliminer le volume sous la surface pour le r�einjecter dans la partie sup�erieure.

L'aplatissement du �a la gravit�e est ensuite pris en compte, le ph�enom�ene de l'angle de

contact �etant quant �a lui obtenu par une d�eformation de l' isosurface relative aux vitesses

tangentielles.

D'algorithmique relativement complexe, l'impl�ementati on de cette m�ethode est rendue dif-

�cile de par une pr�esentation trop furtive de certains poin ts clefs. De plus, bien que les

r�esultats visuels semblent convaincant (voir Figure 1.11), le manque d'informations les ac-

compagnant rendent di�cile d'estimer la complexit�e m�emo ire et calculatoire n�ecessaire �a

l'obtention d'animations convaincantes.

Iglesiaset al. [IGPP01] se sont int�er�ess�es au mouvement d'une goutte sur une surface

solide courbe. La surface est mod�elis�ee en tant qu'une surface param�etrique di��erentiable

ou bien une union de carreaux continue de ces derni�eres (lessurfaces de type B�ezier,

B-Splines et NURBS ont �et�e impl�ement�ees par les auteurs ). A noter que la dynamique

propre aux gouttes n'est pas prise en compte dans la pr�esente m�ethode, les propri�et�es

d'une goutte se r�esumant �a une position dans l'espace dot�ee d'une force et les int�eractions

n'�etant pas prises en compte. Une �equation di��erentiell e ordinaire (EDO) est form�ee a�n

de param�etriser la localisation de la goutte par le (( temps ))ou la longueur d'arc. L'EDO

est ensuite int�egr�ee par un sch�ema de Runge-Kutta explicite �a l'ordre 4, la position de la
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goutte �a tout instant �etant ainsi obtenue. Le passage d'une goutte sur un extremum local

de la surface ou la transition d'une goutte d'un carreau de surface �a un autre posant des

probl�emes de stabilit�e num�erique, un ajustement manuel est n�ecessaire a�n de converger

vers une trajectoire coh�erente.

Bien que d�edi�ee aux gouttes dans son intitul�e, cette m�et hode a plus attrait �a la r�esolu-

tion num�erique d'un syst�eme g�en�eral o�u un point quelco nque se mouvoit sur une surface

param�etrique. Les propri�et�es relatives aux gouttes sont omises dans leurs dynamiques, les

�eventuelles collisions inter-gouttes �etant ignor�ees.

Tong et al. [TKY02] adressent le probl�eme sp�eci�que de la conservation volumique lors

d'un 
ot g�en�er�e par des metaballs. Bien que le 
ot se doit d '̂etre anim�e dans le temps

a�n que la probl�ematique ait un sens, ces derniers consid�erent deux con�gurations cons�e-

cutives du 
ot en faisant abstraction de la m�ethode utilis�ee pour la simulation. Dans un

premier temps, le 
ot est d�ecompos�e en ses sous-ensemblesdisjoints de metaballs a�n de ne

s'int�eresser qu'�a la conservation volumique locale des 
aques. Une int�egration num�erique

r�ecursive acc�el�er�ee par une analyse d'intervalle permet ensuite d'estimer les volumes de

chaque sous-ensemble pour la con�guration du 
ot pr�ec�edente et actuelle. En posant un

syst�eme contraint par l'immobilit�e des centres des metaballs, les param�etres des metaballs

sont recalcul�es pour le 
ot courant a�n de recouvrir les vol umes de chaque 
aque �a l'it�e-

ration pr�ec�edente.

Les auteurs pr�esentent ici un outil num�erique rigoureux p ouvant servir au sein de m�ethodes

s'y prêtant telles que [YJC98, YJC99]. L'utilit�e d'une te lle m�ethode se justi�e par l'impor-

tance de conserver le volume d'un liquide, cela même dans lecadre de la synth�ese d'images.

(a) Distortion du maillage (b) Rendu des gouttes

Fig. 1.12: R�esultats obtenus par Yang et al. [YZZ04]

Yang et al. [YZZ04] proposent une approche temps-r�eel au rendu de gouttes dans le

cas d'une surface plane parall�ele faisant face �a l'observateur. La sc�ene est dans un premier

temps rendue pour être stock�ee dans une texture 2D index�ee par une discr�etisation r�egu-

li�ere 2D de la surface mouill�ee, cette derni�ere recouvrant la fenêtre d'a�chage. Le maillage

de la surface est ensuite d�eform�e dans le plan en fonction de la pr�esence de gouttes selon
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une formule trigonom�etrique empirique agissant conceptuellement comme une loupe gros-

sissante. Cette formule trigonom�etrique d�epend du rayon et du centre de la goutte ainsi que

d'un param�etre scalaire d�eterminant l'importance de la d �eformation locale au maillage. La

surface mouill�ee est �nalement visualis�ee en plaquant sur le maillage d�eform�ee la texture

de fond, simulant ainsi simplement la r�efraction de l'environnement.

En simulant le ph�enom�ene de r�efraction du aux gouttes par une distortion de maillage �a

faible coût calculatoire, cette approche est capable de produire des animations en temps-

r�eel. Cependant, il n'est pas clair comment la dynamique des gouttes est g�er�ee au sein de

la simulation, l'absence de r�e
exion de la lumi�ere nuisant au r�ealisme des animations (voir

la �gure 1.12).

1.2.2 M�ethodes bas�ees physique

La dynamique des 
uides est une branche des sciences physiques consacr�ee �a l'�etude

g�en�erale du comportement des 
uides, comportement consid�er�e comme �etant enti�erement

d�ecrit �a l'�echelle macroscopique par les �equations de Navier et Stokes depuis le d�ebut du

XIX �eme si�ecle. Les �equations de Navier et Stokes formant un syst�eme d'�equations di��e-

rentielles partielles non lin�eaires, il n'existe toujours pas �a ce jour de solutions analytiques

en raison de leur complexit�e, ni de preuves quant �a l'existence et l'unicit�e d'une solution

en trois dimensions. Avec l'av�enement de l'informatique et des supers calculateurs, les

physiciens ont pu mettre �a l'oeuvre les �equations de Navier et Stokes lors de simulations

num�eriques d�es le milieu du XX �eme si�ecle, et v�eri��erent ainsi leur aptitude �a reproduire

avec exactitude de multiples ph�enom�enes naturels. Les r�esultats issus de ces simulations

pr�esentant des int�erêts majeurs tant d'un point de vue re cherche qu'industriel, une branche

�a part enti�ere de la recherche dite dynamique des 
uides num�erique naquit, cette derni�ere

�etant consacr�ee aux m�ethodes de r�esolution num�erique pour les �equations de Navier et

Stokes.

En dynamique des 
uides num�eriques, une m�ethode de r�esolution se d�e�nit principa-

lement par trois axes majeurs qui sont :

{ la discr�etisation du domaine

{ les op�erateurs di��erentiels

{ les m�ethodes d'int�egrations

La discr�etisation du domaine est certainement le point le plus important �a consid�erer,

on distingue notamment les approches dites lagrangiennes (o�u le mouvement du 
uide est

suivi) des approches eul�eriennes (o�u le mouvement du 
uide est observ�e statiquement).

Techniquement parlant, la premi�ere discretisera un 
uide en un champs de particules alors

que la seconde usera d'un maillage du domaine. Historiquement les premi�eres, les m�e-

thodes eul�eriennes ont �et�e intensivement �etudi�ees et pr�esentent de nombreux avantages
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justi�ant leur popularit�e en dynamique des 
uides num�eri ques. On pourra citer entre

autres : une structure adapt�ee aux architectures machinesdans le cas de discr�etisation r�e-

guli�ere, des op�erateurs di��erentiels rigoureusement d �eriv�es de s�eries de Taylor avec en sus

une estimation d'erreur th�eorique, une localisation ais�ee des interfaces. A contrario, les ap-

proches lagrangiennes usent de �ltres d'interpolation a�n d'estimer les d�eriv�ees spatiales,

des structures hi�erarchiques sont n�ecessaires �a l'acc�el�eration de la recherche de voisinage, la

reconstruction des interfaces �etant quant �a elle non triv iale. En revanche, les approches la-

grangiennes respectent de fa�con intrins�eque la conservation de la masse. Il existe aussi une

troisi�eme classe de m�ethodes relativement r�ecentes et de plus en plus �etudi�ees, les m�ethodes

dites de Lattice-Boltzmann. Issues de la g�en�eralisation de l'�equation de Boltzmann pour

les gazes aux cas des 
uides, les m�ethodes de Lattice-Boltzmann permettent de simuler

�a l'�echelle m�esoscopique un 
uide discr�etis�e sur une g rille en consid�erant successivement

la propagation puis la collision de densit�es de particules. D'algorithmique relativement

simple, on notera cependant la n�ecessit�e de consid�erer un voisinage dense (pouvant aller

jusqu'�a la 26-connexit�e en trois dimensions) lors des calculs, et surtout une �etendue plus

restreinte des ph�enom�enes simul�es (telle que la dynamique de la triple ligne de contact)

en comparaison avec les �equations de Navier et Stokes.

Dans le cadre de cette th�ese, il a �et�e d�ecid�e d'explorer une approche bas�ee physique

pour l'animation de gouttes, et le choix s'est orient�e vers une approche eul�erienne pour

les avantages qu'elle pr�esentait potentiellement. Un �etat de l'art complet sur l'animation

bas�ee physique de liquides n'�etant pas envisageable dansle pr�esent manuscrit, la litt�era-

ture �a son sujet �etant trop consistante, seules des m�ethodes jug�ees en rapport avec notre

probl�ematique seront pr�esent�ees en d�etail dans ce qui suit. On s'int�eressera dans un pre-

mier temps aux approches d�edi�ees �a l'animation de 
uides -dans la majorit�e des cas, il

s'agira d'un liquide- dans un contexte conventionnel (c'est �a dire, o�u les trois dimensions

de l'espace sont conceptuellement consid�er�ees et d'int�erêts), piochant ainsi dans une vaste

litt�erature. Des m�ethodes con�cues pour des �ecoulements surfaciques seront ensuite pr�esen-

t�ees o�u une simpli�cation de domaine est g�en�eralement d e rigueur. Ce dernier point justi�e

ainsi l'int�erêt port�e �a ces approches �etant donn�e not re probl�ematique, ces m�ethodes tant

sp�ecialis�ees qu'originales jouissant d'une litt�eratu re relativement restreinte.

On notera que de m�ethodes lagrangiennes bas�ees sur les SPH3 [Luc77, GM77] ainsi

que sur les MPS4 [KO96] ont �et�e introduites avec succ�es en synth�eses d'images dans res-

pectivement [MCG03, MST+ 04, MSKG05] et [PTB+ 03]), de même pour des m�ethodes de

Lattice-Boltzmann [TR04, FZKH05, TIR06].
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Fig. 1.13: R�esultats obtenus par Kass et Miller [KM90] : une coul�ee d'eau sur une colline

rocheuse

Animation de 
uides dans l'espace

Kass et Miller [KM90] propos�erent la premi�ere m�ethode ba s�ee sur un syst�eme d'�equa-

tions di��erentielles partielles (EDP) permettant d'anim er un liquide. Dans cette approche,

le liquide est discr�etis�e en un champs de hauteur (soit, une grille r�eguli�ere 2D) dont le

mouvement est r�egit par une simpli�cation des �equations d 'eau peu profonde o�u seule l'ac-

c�el�eration gravitationnelle est consid�er�ee. Un second champs de hauteur est de plus mis

�a contribution a�n de mod�eliser la g�eom�etrie de la surfa ce solide sur laquelle le liquide

�evolue. En utilisant un sch�ema d'int�egration implicite (et donc stable), les EDP forment

un syst�eme d'�equations lin�eaires tridiagonal (et donc r apide �a r�esoudre) dont le terme de

droite d�epend des solutions aux deux it�erations pr�ec�ed entes. Un e�et de viscosit�e peut de

plus être achev�e en pond�erant les variables des deux it�erations pr�ec�edentes. Un technique

simpli��ee de g�en�eration de texture est aussi pr�esent�e e a�n de rendre les caustiques, une

autre texture dite d'humidit�e servant �a obscurcir les zon es ayant �et�e mouill�ees.

En discr�etisant le 
uide en un champs de hauteur, plusieurs ph�enom�enes liquides ne

peuvent être simul�es tel que les d�eferlements ou les splashs. De plus, le terme gravita-

tionnel �etant le seul pris en compte dans les �equations d'eaux peu profondes, les vagues

g�en�er�ees �evoluent ind�ependamment de la con�guration globale du liquide. Cependant, ce

sont ces mêmes limitations qui sont �a la base d'une impl�ementation ais�ee et de perfor-

mances attractives tant num�eriquement que visuellement (voir Figure 1.13).

Le mod�ele pr�ec�edent se limitant conceptuellement �a une superposition de vagues d'ac-

c�el�eration constante, Chen et Lobo [CdVL95] se sont int�e ress�es aux �equations de Navier et

Stokes dans leur formulation 2D a�n d'enrichir les animations de liquides de turbulences

ainsi que d'interactions solides. Leur m�ethode de solution est bas�ee sur une discr�etisation

(( staggered Marker And Cell (MAC) )) [HW65], soit une grille r�eguli�ere o�u les champs

de vitesses sont d�elocalis�es et le champs de pressions estcentr�e, des particules inertielles

3Smoothed Particle Hydrodynamics
4Moving Particle Semi-Implicit
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Fig. 1.14: R�esultats obtenus par Chen et Lobo [CdVLHM97]. De haut en bas, de gauche

�a droite, une animation d'une marre s'�etendant sur le terr ain du �a un d�eplacement d'obs-

tacles.

transport�ees par le champs de v�elocit�e d�eterminant les �el�ements de la grille occup�es par

le liquide. A chaque it�eration, les champs de v�elocit�es sont int�egr�es dans le temps expli-

citement et le champs de pressions est recouvert par une technique de p�enalisation a�n

de satisfaire le th�eor�eme de la divergence. La grille �etant en deux dimensions, les auteurs

proposent de reconstruire la surface libre du liquide en �elevant chaque �el�ement de la grille

proportionnellement �a sa pression. A�n de consid�erer les interactions solide-liquide, des

conditions aux bords sur les champs de variables sont introduites simulant ainsi des objets

transport�es �a la surface du 
ot. La m�ethode est �etendue [ CdVLHM97] a�n de conserver

le volume liquide au cours de la simulation, des conditions aux bords dynamiques permet-

tant de modi�er l'environnement dans le temps. Cependant, le champs de pression qui se

d�eveloppe ph�enom�enologiquement dans les profondeurs et �a l'origine de perturbations �a

la surface est toujours ignor�e, la repr�esentation des obstacles en 2D limitant grandement

les possibilit�es d'interactions liquide-solide. Un exemple d'animation avec des obstacles

mobiles est montr�e dans la �gure 1.14.

Foster et Metaxas [FM96] furent les premiers �a utiliser les �equations compl�etes de

Navier et Stokes en 3D a�n de simuler un 
ot liquide de fa�con r�ealiste. Une grille stag-

gered MAC est employ�ee o�u l'ensemble des termes composantl'EDP sont int�egr�es selon

un sch�ema explicite. A�n de satisfaire �a la contrainte de l a conservation du volume, une

technique it�erative de relaxation d�ependant d'un param�etre �x�e empiriquement est em-

ploy�ee a�n de mettre �a jour le champs de pression, les v�elocit�es satisfaisant le th�eor�eme

de la divergence par la soustraction des gradients de ce dernier. Di��erentes conditions

aux bords sont pr�esent�es a�n de simuler des objets statiques, transport�es �a la surface ou

plong�es dans le liquide. A partir des particules inertielles, un champs de hauteur est re-
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Fig. 1.15: R�esultats obtenus par Foster et Metaxas [FM96]

construit qui sera advect�e avec le 
ot permettant ainsi de repr�esenter la surface du liquide.

La di��erence fondamentale avec l'approche de Kass et Miller [KM90] r�eside dans le fait

que la surface du liquide �evolue relativement �a son champsde v�elocit�e et non plus qu'�a

la force gravitationnelle, et peut être ainsi in
uenc�ee par la pr�esence de fortes pressions

dans les profondeurs du volume liquide. Finalement, a�n de prendre en compte plus de

ph�enom�enes naturels tels que les splashs et les vagues d�eferlantes, les particules soumises

�a de fortes forces sont prises en compte dans la simulation en leur appliquant les lois de

la m�ecanique Newtonienne, compl�etant ainsi la surface libre dict�ee par le champs de hau-

teur. La limitation majeure de cette m�ethode provient d'un e r�esolution fortement encline

�a des instabilit�es num�eriques, de petit pas de temps (et donc de longs temps de calcul)

permettant l'obtention de r�esultats de bonne qualit�e cer tes (voir la �gure 1.15).

Fig. 1.16: R�esultats obtenus par Foster et Metaxas [FM97] : en haut, de gauche �a droite,

une explosion de peinture sans la prise en compte des e�ets detensions de surface. En

bas, la même animation avec les e�ets de tensions de surfaceint�egr�es �a la simulation.

On remarque dans ce dernier cas la tendance du liquide �a former des feuillets et non des

gouttes.

Les auteurs �etendent leurs travaux dans [FM97] en vue d'unemeilleure stabilit�e num�e-

rique, d'une mod�elisation du liquide plus g�en�erale et de controler l'animation. Lors de la

pr�esence de fortes vitesses dans le champs de v�elocit�es,le pas d'int�egration temporel se doit



26 Chapitre 1

d'̂etre fractionn�e en plusieurs petit pas interm�ediaire s a�n que la simulation n'explose pas

num�eriquement respectant ainsi la condition de CFL. A�n de relaxer cette contrainte, les

vitesses d�epassant un certain seuil sont att�enu�ees localement de fa�con empirique. Bien que

cette modi�cation directe des variables a�ecte th�eoriquement la forme du 
ot d�ecoulant

de la simulation, les auteurs pr�etendent que la di��erence en d�ecoulant est n�egligeable pour

la synth�ese d'images, les principales caract�eristiquesdu 
ot �etant tout de même captur�ees

(tourbillons, splashs etc.). La surface liquide est extraite �a partir des particules inertielles

servant de marqueurs, une projection d'ellipso•�des centr�ees en leur positions ainsi qu'�eti-

r�ees selon leurs vitesses ayant �et�e adopt�ee dans le cas pr�esent. Les auteurs mentionnent

cependant la possibilit�e d'utiliser d'autres techniques de rendu adapt�ees bas�ees sur des

surfaces implicites, une triangulation du maillage ou une int�egration volumique. Parmi les

m�ethodes de contrôle d'animation est mentionn�ee la prise de compte simpli��ee des e�ets

de tension de surface. Chaque voxel intersect�e par la surface libre du liquide a son voisinage

6 connexes explor�e, et pour chacun de ses voisins eux aussi intersect�es par la surface libre,

la pression est d�ecr�ement�ee selon un coe�cient dit de tension de surface. Il en r�esulte ainsi

un champs de pressions n�egatif �a la surface du liquide approchant les e�ets de tension de

surface physiquement parlant qui se traduit par une r�etractation de la surface libre sur

elle-même (voir la �gure 1.16).

A�n de rem�edier aux probl�emes de stabilit�e num�eriques d es approches pr�ec�edentes [CdVL95,

CdVLHM97, FM96, FM97], Stam [Sta99] proposa un solveur stable pour les �equations de

Navier et Stokes permettant l'usage de pas d'int�egration signi�cativement plus grands.

Chaque terme de l'EDP est r�esolu successivement et ind�ependamment selon la m�ethode

des pas fractionnaires, la stabilit�e du solveur d�ecoulant de chacun des sch�emas d'int�egra-

tion utilis�es. Le terme d'advection est r�esolu par la m�et hode des caract�eristiques (aussi

dite semi-lagrangienne) qui trace la solution en arri�ere le long d'une ligne caract�eristique

de courant. Ce sch�ema pr�esente deux qualit�es non n�egligeables qui sont sa simplicit�e d'im-

pl�ementation et sa stabilit�e inconditionnelle due au fai t que les variables sont mises �a jour

avec les valeurs du champs pr�ec�edent (l'explosion num�erique n'est plus possible car la solu-

tion est born�ee par les optimums globaux de la solution pr�ec�edente). Le terme de viscosit�e

est quant �a lui int�egr�e selon un sch�ema implicite, les v� elocit�es devenant ainsi solution

d'un syst�eme d'�equations lin�eaires, syst�eme dont la ma trice clairsem�ee et bien condition-

n�ee permet une inversion rapide par des m�ethodes it�eratives. Stam proposera d'utiliser la

m�ethode it�erative de Jacobi -facile d'impl�ementation- pour cette classe de syst�emes. La

contribution majeure se situe au niveau du traitement du champs de pressions qui, d�elaiss�e

lors des pr�ec�edents pas fractionnaires, sera �nalement pris en charge en usant du th�eor�eme

de Helmholtz-Hodge. Ce dernier statue que tout champs vectoriel peut se d�ecomposer en

un champs vectoriel de divergence nulle et en un champs de gradients (issu d'un champs

scalaire donc). En faisant l'analogie entre le champs vectoriel quelconque et le champs de

v�elocit�es en cours d'int�egration ainsi qu'entre le cham ps scalaires et le champs de pres-

sions, un syst�eme d'�equations lin�eaires pour la pression est form�e en tirant partie du fait
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que le champs de v�elocit�e solution aura sa divergence nulle, ce syst�eme �etant r�esolu de la

même mani�ere que lors du traitement du terme de viscosit�e. Le champs de v�elocit�es �nal

conservant la masse est alors obtenu par simple soustraction avec les gradients de pression.

On notera que cette m�ethode est d�edi�ee �a l'animation d'u n gaz et ne traite pas des 
uides

telle que l'eau o�u une interface est pr�esente.

Fig. 1.17: R�esultats obtenus par Foster et Fedkiw [FF01]

Foster et Fedkiw [FF01] adaptent la m�ethode de Stam [Sta99]�a l'animation de liquides

a�n de b�en�e�cier de ses avantages en terme de performance et de stabilit�e. Le volume

liquide est mod�elis�e en tant qu'un level set [OS88], soit un champs de distances sign�ees o�u

l'interface se situe �a l'isosurface nulle, le signe d�esignant l'int�erieur ou l'ext�erieur du liquide.

Cette repr�esentation continue d'un domaine permet de pister e�cacement la localisation

de l'interface et est parfaitement adapt�ee aux cas de fusion et de s�eparation, de pr�ecieuses

propri�et�es telles que le vecteur normal ou la courbure pouvant être de plus estim�ees �able-

ment. Cependant, l'advection r�ep�et�ee d'un level set tel le que dans une simulation de 
uide

pose des probl�emes de conservation volumique qui ne peuvent être tol�er�es en physique

num�erique comme en synth�ese d'images. Les auteurs proposent alors de combiner un level

set avec des particules inertielles a�n de b�en�e�cier de leurs avantages compl�ementaires.

A chaque nouveau champs de v�elocit�es obtenu, le level set ainsi que les particules sont

advect�ees par le 
ot. Lorsque le level set proche de l'interface pr�esente une forte courbure,

les particules sont utilis�ees en tant que surfaces implicites a�n de reconstruire localement

le level set, et donc red�e�nir son isosurface nulle. De plus, la r�esolution du level set limitant

sa capacit�e �a repr�esenter de faibles quantit�es liquides en suspension, les particules �echap-
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p�ees du volume liquide sont autoris�ees �a contribuer activement �a la simulation en �etant

soumises aux lois de la m�ecanique classique ainsi qu'au rendu o�u gouttes et splashs peuvent

être observ�es. Ainsi, la r�esolution des �equations de Navier et Stokes peut b�en�e�cier d'une

advection semi-lagrangienne, le terme visqueux �etant quant �a lui int�egr�e explicitement. En

reformulant astucieusement les conditions aux bords pour le champs de pressions et re-

prenant l'id�ee de projection de Stam [Sta99], un syst�eme d'�equations lin�eaires sym�etrique

d�e�ni positif est pos�e pour lequel des m�ethodes it�erati ves d'inversion bas�ees sur les espaces

de Krylov existent. Ces derniers, dont la convergence peut se prouver formellement, n�e-

cessitent beaucoup moins d'it�erations a�n de converger vers une solution acceptable et ne

peuvent en aucun cas diverger, contrairement �a une m�ethode it�erative de Jacobi utilis�ee

dans [Sta99]. Le champs de pression est obtenu par la m�ethode du gradient conjugu�e pr�e-

conditionn�e [Saa03] et le rendu �nal par une triangulation du level set avec un algorithme

de marching cubes [LC87] (voir la �gure 1.17).

(a) R�esultat extrait de [FF01] (b) R�esultat extrait de [EMF02]

Fig. 1.18: Comparaison visuelle pour une sc�ene identique de la m�ethode [FF01] (�gure (a))

et de la m�ethode [EMF02] o�u le comportement du liquide est plus r�ealiste (�gure (b)).

Bien que de grande qualit�e, les animations produites par lam�ethode pr�ec�edente [FF01]

sont parfois sujettes �a certaines incoh�erences allant �a l'encontre des observations ph�eno-

m�enologiques. Enright et al. [EMF02] r�ealisent que la source de ces derni�eres est li�eeen

partie �a une trop pauvre repr�esentation du volume compl�e mentaire au liquide et proposent

une approche se focalisant conceptuellement sur l'interface et non plus uniquement sur le

volume liquide. Les auteurs �etendent directement les travaux de Foster et Fedkiw en propo-

sant de border l'interface liquide-air par des particules inertielles des deux cot�es. Ainsi, avec

des heuristiques appropri�ees pour la distribution des particules ainsi que la reconstruction

du level set, la conservation de la masse est respect�ee touten repr�esentant avec pr�eci-

sion l'interface cette fois-ci. Les conditions aux bords duchamps de v�elocit�es sont pos�ees

non plus (( manuellement ))comme dans de pr�ec�edentes approches [CdVL95, FM96, FF01]

mais (( automatiquement ))en utilisant une technique d'extrapolation rapide [Set96] des
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v�elocit�es dans l'air. A noter que cette extrapolation est e�ectu�ee jusqu'�a plusieurs voxels

relativement �a l'interface, et contribue �a une advection plus r�ealiste de la surface libre du

liquide telle qu'illustr�ee dans la �gure 1.18.

Fig. 1.19: R�esultats obtenus par Hong et Kim [HK03] : de haut en bas et de gauche �a

droite, deux bulles fusionnent sous les e�ets de tensions desurface.

Hong et Kim [HK03] se sont pench�es sur l'animation de bullesd'air dans un liquide,

ph�enom�ene dont l'origine physique est due �a la di��erenc e de densit�es (qui se traduit en


ottabilit�e) ainsi qu'aux tensions de surface (in
uen�ca nt la forme des bulles). Ainsi, une

simulation diphas�ee (soit deux 
uides de phase di��erente en interaction) est propos�ee pour

la premi�ere fois avec la prise en compte des e�ets de tensions de surface. Le 
uide est dis-

cr�etis�e selon un sch�ema Volume Of Fluid (VOF) [HN81] popu laris�e en physique num�erique

pour ses propri�et�es de conservation massique et introduit en synth�ese d'images par Kuni-

matsu et al. [KWF + 01], mais aussi pour la di�cult�e �a reconstruire l'interfa ce notamment

en 3D o�u des m�ethodes it�eratives coûteuses sont n�ecessaires. Comme dict�e par le th�eor�eme

de Laplace, les tensions de surface d�ependent lin�eairement de la courbure �a l'interface,

d'o�u l'importance d'une bonne estimation des courbures dans un sch�ema num�erique. La

discr�etisation VOF des 
uides ne permettant pas d'obtenir assez �ablement une telle me-

sure, les auteurs propose d'estimer empiriquement les e�ets de tensions de surface �a partir

de la grille de simulation en les incorporant par la suite en tant que force ext�erieure. La

premi�ere �etape est l'estimation d'une ligne virtuelle di te de stress nulle dont l'intensit�e

est la moyenne des volumes du voisinage 6 connexe. En observant la variation de volume

relativement �a la ligne virtuelle selon les 3 dimensions, une force est construite de direction

normale �a l'interface, orient�ee vers la ligne virtuelle et dont la norme est proportionnelle �a

la d�eformation interfaciale. Cette force une fois ajout�ee en tant que telle dans les �equations

de Navier et Stokes pour les voxels intersect�es par l'interface permet de simuler les e�ets

de tension de surface sans passer par une reconstruction de l'interface. Le reste de la si-

mulation op�ere comme d�ecrit dans [FF01] sauf pour l'advection des volumes o�u le sch�ema

employ�e est enclin �a de la di�usion num�erique et donc �a un e perte volumique. A�n d'y

rem�edier, le rendu �etant bas�e sur un algorithme de marching cubes en d�epit de la nature
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volumique des variables, les auteurs d�etectent la di��erence globale de volume entre deux

it�erations successives a�n de modi�er empiriquement la valeur de l'isosurface �a visualiser.

Des r�esultats sont montr�es sur la �gure 1.19.

(a) sans tensions de surface (b) avec tensions de surface

Fig. 1.20: R�esultats obtenus par Losassoet al. [LGF04]

Dans un article focalisant sur l'adaptation de la m�ethode des particle level set �a des

grilles adaptatives, Losassoet al. [LGF04] consid�erent aussi les e�ets de tensions de surface.

En ra�nant localement le maillage vers la surface libre du liquide, les conditions aux bords

pour la pression sont modi��ees a�n de prendre en compte le saut de pression d�ecoulant

des tensions de surface. Les r�esultats obtenus sont convaincants et sont tr�es certainement

dus �a une bonne estimation des courbures �a l'interface grâce �a la formulation level set

employ�ee ainsi qu'au ra�nage local du maillage (voir la �gu re 1.20). Cependant, le degr�e

de ra�nage du maillage peut être �elev�e a�n de reproduire v isuellement le ph�enom�ene de

tensions de surface, la r�esolution des EDP �etant quant �a elle plus complexe et donc plus

lente en raison du caract�ere adaptatif de la m�ethode.

Fig. 1.21: R�esultats obtenus par Greenwood et House [GH04]
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Greenwood et House [GH04] r�eutilisent directement la m�ethode des particles level

set [EMF02] a�n d'y incorporer des bulles. Les auteurs posent l'hypoth�ese que les bulles

n'ont pas besoin d'̂etre simul�ees physiquement parlant, leurs contributions au 
ot �etant

n�egligeables. Ainsi, la m�ethode int�egre des bulles sousforme de particules sph�eriques qui

seront passivement advect�ees par le 
ot, ces derni�eres �etant cr�e�ees �a chaque fois que des

particules inertielles issues de l'air se retrouvent sous l'interface ou lorsqu'une poche d'air

est d�etect�ee dans le liquide par un algorithme de(( rasterization )). Cependant, on remar-

quera que les bulles g�en�er�ees par la pr�esente m�ethode ne sont pas aussi r�ealiste que dans

d'autres approches notamment bas�ees physiques (voir la �gure 1.21).

Cohen et Molemaker [CM04] int�egrent �a la m�ethode des part icle level set [EMF02]

les e�ets de tensions de surface a�n d'animer des vagues capillaires. Les auteurs n�egligent

le terme de viscosit�e dans les �equations de Navier et Stokes et y rajoutent les e�ets de

tensions de surface en tant que force ext�erieure selon un mod�ele physique [BKZ92]. Simple

mais ing�enieuse, leur id�ee se base sur l'observation de las�ev�erit�e de la restriction CFL

pour le terme de tensions de surface en comparaison avec celle usuellement employ�ee pour

les termes standard des �equations de Navier et Stokes. Ainsi, selon une m�ethode des pas

fractionnaires, les e�ets de tensions de surface sont int�egr�es ind�ependamment au champs

de v�elocit�es en plusieurs petit pas interm�ediaires, cesderniers �etant issus d'une subdivision

du pas de temps employ�e pour le reste des termes des �equations de Navier et Stokes. Le

champs de v�elocit�e est ensuite mis �a jour de fa�con classique avec le pas de temps global,

les animations r�esultantes permettant d'observer les e�ets de tensions de surface.

Song et al. [SSK05] proposent une formulation diphas�ee des �equations de Navier et

Stokes avec un level set o�u le probl�eme de di�usion num�erique inh�erent aux m�ethodes

semi-lagrangiennes est contr�ee en utilisant une advection bas�ee CIP (Constrained Inter-

polation Pro�le) [KWF + 01]. Bri�evement, ce sch�ema d'avection permet une plus robuste

estimation des d�eriv�ees spatiales capturant ainsi plus pr�ecis�ement les chocs qui peuvent

survenir �a l'interface de deux 
uides aux propri�et�es sig ni�cativement di��erentes (comme

c'est le cas pour l'eau et l'air). Bien que les e�ets de tensions de surface soient int�egr�es

dans le solveur sous forme de forces ext�erieures [BKZ92], l'impact visuel est di�cilement

remarquable, cela �etant tr�es probablement du �a une condition de CFL trop laxiste comme

mentionn�e par les auteurs. Lorsque de trop faibles volumesapparaissent au cours de la si-

mulation, ces derniers sont estim�es num�eriquement pourêtre ensuite mod�elis�es sous forme

de petites bulles ou gouttes ensuite soumises �a une physique lagrangienne. Sans cette

manoeuvre et sous l'e�et de la dissipation num�erique, ces ph�enom�enes ne seraient plus

observables apr�es plusieurs it�erations sur le level set.

Hong et Kim [HK05] pr�esentent la premi�ere m�ethode bas�ee physique focalis�ee sur les

e�ets de tensions de surface et permettant d'animer des gouttes et des bulles en suspension.

En utilisant une m�ethode issue de la physique num�erique dite des 
uides fantômes (Ghost
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(a) Un jet liquide �n (b) Formation de bulles sous l'eau

Fig. 1.22: R�esultats obtenus par Hong et Kim [HK05]

Fluid Method, alias GFM) [FAMO99] pr�ealablement utilis�e e en synth�ese d'images dans le

cadre de la mod�elisation du feu [NFJ02], le saut de pressionth�eorique du aux tensions de

surface agissant �a l'interface est int�egr�e dans le terme de droite de l'�equation de poisson

pour la pression qui survient lors de la projection du champsde v�elocit�e dans leur espace

de divergence nulle. Cette formulation des e�ets de tensions de surface pr�esente trois avan-

tages majeurs. Tout d'abord, malgr�e une discr�etisation des op�erateurs di��erentiels sur une

grille r�eguli�ere, la courbure �a l'interface est estim�e e exactement par interpolation lin�eaire

des courbures aux voxels en d�etectant la position de l'isosurface nulle grâce au level set.

La GFM permettant de traiter chaque dimension ind�ependamment, l'impl�ementation est

rendue ais�ee même en trois dimensions. Finalement, et nondes moindres, le terme de droite

�etant uniquement modi��e dans l'�equation de poisson, le s yst�eme d'�equations lin�eaires de-

meure sym�etrique d�e�ni positif et donc propice �a une inve rsion par des m�ethodes it�eratives

rapides aux bonnes propri�et�es de convergence. En sus de ladiscontinuit�e de la pression,

les auteurs reformulent l'int�egration implicite du terme de viscosit�e dans les �equations de

Navier et Stokes a�n de prendre en compte la discontinuit�e qui lui est relative, le syst�eme

d'�equations lin�eaires en d�ecoulant �etant aussi sym�et rique d�e�ni positif. Ainsi, bulles et

gouttes en suspension sont anim�ees avec r�ealisme (voir la�gure 1.22) sans la n�ecessit�e

d'un contrôle ext�erieur, la m�ethode ne requ�erant que pe u de modi�cations compar�ee aux

pr�ec�edents solveurs et cela �a un faible surcoût calculatoire.

Wang et al. [WMT05] utilisent la m�ethode des particle level set [EMF02] dans le but

d'animer des gouttes liquides sur des surfaces solides. Leur contribution se situe au niveau

de l'estimation des tensions de surface agissant �a la triple ligne de contact, les m�ethode

pr�ec�edentes s'�etant focalis�ees uniquement sur les interfaces plus simples conceptuellement

liquide-
uide. Pour ce faire, les auteurs partent de la loi de Young qui met en relation l'�equi-

libre des forces interfaciales avec un angle de contact stable, et reformulent le probl�eme

selon le th�eor�eme de Laplace en terme de di��erence de pression le long de la triple ligne
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Fig. 1.23: R�esultats obtenus par Wanget al. [WMT05] : la prise en compte des tensions de

surface �a la triple ligne de contact permet d'obtenir des gouttes de formes r�ealistes comme

illustr�e dans ces deux animations.

de contact. Leur m�ethode utilise deux grilles 3D o�u un level set discr�etise respectivement

l'interface liquide-air et l'interface solide-air. A�n d' estimer les courbures de l'interface

liquide-air-solide et donc les e�ets de tensions de surface�a la triple ligne de contact, une

troisi�eme grille 3D est n�ecessaire dont les valeurs seront calcul�ees dynamiquement selon

l'�evolution du liquide. Cette grille est appel�ee surface virtuelle, elle consiste �a garder la

partie de l'interface liquide-air non contenue dans le solide pour y modi�er les valeurs

int�erieures au solide a�n d'y re
�eter l'angle de contact s table d�esir�e. Selon une �equation

trigonom�etrique propos�ee par les auteurs, la nouvelle distance des �el�ements inclus dans

le solide et connexes �a l'interface liquide-solide est calcul�ee en prenant en compte l'angle

de contact. La surface virtuelle est alors compl�et�ee par une technique d'extrapolation ra-

pide [Set96] dans le solide pour un voisinage limit�e �a quelques voxels. Lors de la r�esolution

de l'�equation de poisson pour la pression, les e�ets de tensions de surface sont obtenus

en posant les conditions aux bords ad�equates, les courbures �etant estim�ees �a partir de la

surface virtuelle dans le cas de la pr�esence de la triple ligne de contact et �a d�efaut �a partir

de la grille repr�esentant l'interface liquide-air [LGF04 ]. Les auteurs simulent de plus les

ph�enom�enes d'hysteresis de l'angle et du mouillage. Pourcela, une texture d'humidit�e est

utilis�ee a�n de d�eterminer les zones o�u les gouttes sont d�ej�a pass�ees, les param�etres d'angles

de recul�ees, d'avanc�ee et d'avanc�ee en zone humide �etant n�ecessaire �a la simulation. A la

triple ligne, les pressions relatives aux angles d'avanc�ee (en zone humide si le voisinage de

la texture d'humidit�e le dicte) et de recul�ee sont dans un p remier temps calcul�ees. Selon

leurs signes respectifs est alors choisie la pression ad�equate �a poser en tant que condition

au bord. Le ph�enom�ene de mouillage -soit la goutte est attir�ee par les zones humides en

priorit�e- est reproduit avec succ�es �etant donn�e que la p ression de l'angle d'avanc�ee en zone
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humide est inf�erieure �a celle de l'angle d'avanc�ee. Des r�esultats impressionnant de r�ealisme

sont illustr�es dans la �gure 1.23.

Zheng et al. [ZYP06] approfondissent les probl�ematiques li�ees aux bulles en tenant

compte de l'interface liquide tr�es �ne qui les entourent, cela a�n de reproduire les ph�eno-

m�enes d'agglom�eration, de fusion et de rupture li�es aux tensions de surface. A�n de passer

outre la limitation des level set �a repr�esenter des interfaces tr�es �nes, les auteurs proposent

d'employer des level set r�egionaux, soit un level set pour le liquide ainsi qu'un level set pour

chacune des bulles en concordance avec des op�erateurs �a caract�ere g�eom�etrique. Ainsi, il

n'est pas n�ecessaire d'utiliser une unique grille sur-�echantillonn�ee. Des heuristiques servent

ensuite �a dicter le comportement de la membrane liquide desbulles, une premi�ere �etant

li�ee �a sa dur�ee de vie et la seconde �a la distorsion qu'elle subit. Ces deux heuristiques

sont formul�ees en tant que deux �equations di��erentielle s ordinaires qui une fois combin�ee

d�eterminerons l'instant �a laquelle la membrane se rompra. La bulle consid�er�ee fusionnera

alors avec sa voisine si pr�esente, ou �a d�efaut explosera �a la surface liquide. Une contri-

bution int�eressante est le sch�ema d'int�egration implic ite utilis�e pour les e�ets de tensions

de surface, qui sont int�egr�es aux �equations de Navier et Stokes en tant que forces ext�e-

rieures [BKZ92]. En se basant sur un th�eor�eme de g�eom�etrie di��erentielle, une formulation

implicite et donc stable donnant lieu �a un syst�eme d'�equa tions lin�eaires sym�etrique d�e�ni

positif est obtenue, ce dernier se prêtant ainsi �a une r�esolution rapide pour l'obtention de

l'intensit�e des tensions de surface.

Il existe de nombreux travaux n'ayant pas trait de pr�es ou de loin aux e�ets de tensions

de surface, et l'on citera bri�evement une s�election de cescontributions jug�ees comme im-

portantes au domaine : Fedkiwet al. [FSJ01] limitent les e�ets de dissipations num�eriques

en r�einjectant quand n�ecessaire de fa�con arti�cielle des tourbillons dans le champs de v�elo-

cit�es. Carlson et al. [CMRBVHT02] s'int�eressent �a la fonte d'objets en variant la viscosit�e

dynamiquement. Carlson et al. [CMT04] propose de g�erer les interactions 
uides-solides

en consid�erant le solide tel un 
uide ainsi que des multiplicateurs de Lagrange distribu�es.

Guendelman et al. [GSLF05] simulent des interactions 
uides avec des obstacles in�ni-

ment �ns sur des grilles r�eguli�eres de taille pratique. Ba tty et al. [BBB07] proposent une

formulation variationnelle de l'�equation de poisson pour la pression dont la r�esolution se

veut rapide et e�cace dans le cas de g�eom�etries solides nonalign�ees sur la grille. Irving et

al. [IGLF06] optimisent les temps de calcul de simulations liquides en combinant astucieu-

sement grilles 2D et 3D. Losassoet al. [LSSF06] propose une m�ethode de simulation pour

g�erer plusieurs liquides en interaction avec changement de phase. Mihalefet al. [MUM + 06]

s'int�eressent �a l'�ebullition en combinant un level set a vec une grille VOF pour la conser-

vation de volume, un changement de phase simul�e physiquement �etant responsable de la

formation des bulles. Losassoet al. [LTKF08] combinent la m�ethode des particles level

set avec des SPH a�n de g�erer respectivement les r�egions liquides dense et di�use (par

exemple, une vague d�eferlant avec ses �eclaboussures et son �ecume). Les SPH ont aussi �et�e
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combin�ee �a des grilles a�n de simuler des bulles d'air dansl'eau [HLYK08], les SPH per-

mettant d'obtenir de petites bulles au comportement r�eali ste lorsque la grille ne le permet

plus.

Ecoulements de 
uides sur des surfaces

Fig. 1.24: R�esultats obtenus par Stam [Sta03]

Stam [Sta03] propose pour la premi�ere fois une m�ethode d�edi�ee �a l'animation de 
uide

sur des surfaces arbitraires. Une surface est discr�etis�ee en une union de quadrilat�eres aux-

quels des carreaux de Catmull-Clark sont appliqu�es a�n d'obtenir une repr�esentation conti-

nue de la surface. Les surfaces param�etriques courbes de Catmull-Clark ont non seulement

�et�e choisies dans un contexte esth�etique, mais surtout pour leurs m�etriques intrins�eques

permettant ainsi de red�e�nir localement les op�erateurs d i��erentiels classiques. L'auteur

adapte alors un de ses pr�ec�edents travaux [Sta99] en red�e�nissant les �equations de Navier

et Stokes en coordonn�ees curvilignes avec les cons�equences qui en r�esultent, soit des op�era-

teurs di��erentiels adapt�es et des conditions aux bords prenant en compte la transition de

carreaux. Chaque quadrilat�ere est discr�etis�e en une grille 2D r�eguli�ere MAC pour lesquels

seront seront stock�ees les variables relatives �a la simulation. Une technique d'advection

semi-lagrangienne est employ�ee, les termes visqueux et depression �etant int�egr�es selon

un sch�ema implicite par une m�ethode de gradient conjugu�e pr�e-conditionn�e. Les anima-

tions obtenus permettent ainsi de visualiser un champs de v�elocit�es r�ealiste sur une surface

courbe en observant le transport de densit�es (voir la �gure 1.24).

Fig. 1.25: R�esultats obtenus par Shi et Yu [SY04]

Shi et Yu [SY04] s'int�eressent aussi �a la probl�ematique des 
ots surfaciques, et pro-
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posent de conserver les maillages usuels (triangulation d'objets) a�n d'�eviter les conversions

de surfaces ainsi que les probl�emes de distorsion inh�erents dans de tels cas. Les v�elocit�es

sont discr�etis�ees aux centres des triangles tandis que les champs de pressions et de den-

sit�es le sont aux sommets du maillage. En red�e�nissant l'op�erateur de divergence pour la

conservation de la masse et en usant de �ltres d'interpolations adapt�es ainsi que de trans-

formations a�nes pour l'advection, les �equations de Navier et Stokes sont en mesure d'̂etre

int�egr�es. Des animations interactives et convaincantes pour le transport de densit�es par

un 
ot sont alors obtenues, des exemples de ces derni�eres �etant montr�ees dans la �gure 1.25.

Toujours dans la probl�ematique des 
ots sur surfaces, un sch�ema g�en�eral d'advection

num�eriquement plus stable a �et�e propos�e dans [KLLR07], ce dernier pouvant s'int�egrer �a la

m�ethode de Shi et Yu [SY04] comme mentionn�e par les auteurs. Toujours a�n de r�eduire

les e�ets de dissipation num�erique, une simulation bas�eesur les �equations de Navier et

Stokes dans leur formulation rotationnelle a �et�e propos�ee dans [ETK+ 07] o�u le cas des

maillages triangulaires est �egalement trait�e.

(a) Une goutte d'eau sur une surface (b) Un 
ot liquide sur une surface

Fig. 1.26: R�esultats obtenus par Liu et al. [LZLW05]

Liu et al. [LZLW05] proposent une m�ethode pour les 
ots de nature liquide sur une

surface plane. Dans une même optique que Dorseyet al. [DPH96], les auteurs s'int�eressent

en partie aux ph�enom�enes d'absorption, d'�erosion et de d�eposition, qui sortent du cadre de

cette th�ese. D'autre part, ils adressent les sp�eci�cit�e s des faibles �ecoulements liquides o�u les

e�ets de tensions de surface dominent, et propose de prendreen compte ces derniers au sein

des �equations de Navier et Stokes. Leur solveur utilise uneadvection semi-lagrangienne

avec une projection du champs de pression, la grille de simulation �etant 2D r�eguli�ere et

de nature VOF. La surface solide sous-jacente pouvant pr�esenter des irr�egularit�es, une

carte de hauteur servant �a mod�eliser ces derni�eres permettra lors de la simulation de cal-

culer une force de friction allant �a l'encontre du 
ot. Les e �ets de tensions de surface sont
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pris en compte par l'ajout d'une force ext�erieure d�ependant de la courbure de l'interface.

En d�epit de sa nature physique, cette m�ethode ne permet pasd'obtenir un 
ot de forme

convaincante et r�ealiste (voir la �gure 1.26), le domaine bidimensionnel ainsi que la non

prise en compte du ph�enom�ene de l'angle de contact en �etant tr�es certainement les causes

principales.

Fig. 1.27: R�esultats obtenus par Wang et al. [WMT07]

Wang et al. [WMT07] proposent une approche bas�ee sur les �equations g�en�erales d'eaux

peu profondes o�u le terme visqueux est n�eglig�e, mais les e�ets de tensions de surface pris

en compte. Une surface courbe est discr�etis�ee en une unionde quadrilat�eres auxquels sera

associ�ee pour chacun une carte de hauteur, les hauteurs �etant relatives �a la normale locale

de la surface. Les tensions de surfaces sont int�egr�ees au solveur en tant que di��erence de

pression, le cas sp�eci�que de la triple ligne de contact �etant quant �a lui g�er�e en adap-

tant la m�ethode de la surface virtuelle [WMT05] aux cartes de hauteurs. Une advection

semi-lagrangienne ainsi qu'une int�egration selon un sch�ema implicite pour les forces ex-

t�erieures et le champs de pressions permettent d'obtenir des animations interactives. On

notera cependant que du �a la mod�elisation en un champs de hauteur du 
ot, les angles

de contact possibles sont limit�es. Aussi, la qualit�e des r�esultats d�ependent grandement de

la complexit�e de la surface solide et de la �nesse de sa discr�etisation. Des r�esultats sont

montr�es dans la �gure 1.27.
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Chapitre 2

Une approche temps-r�eel pour les

�ecoulements surfaciques

2.1 Introduction

Le premier objectif de cette th�ese a �et�e de concevoir une m�ethode pour l'animation de

faibles �ecoulements liquides sur une surfaces solide, avec comme principale contrainte d'at-

teindre des performances temps-r�eel. Comme il a �et�e pr�ec�edemment vu dans l'�etat de l'art,

les m�ethodes relatives �a notre probl�ematique peuvent sediviser dans un premier temps en

deux cat�egories distinctes : les approches bas�ees physiques et les approches empiriques.

D'un point de vue g�en�eral, les approches bas�ees physiques pr�esentent l'avantage ma-

jeur de reproduire �d�element un ph�enom�ene naturel dans t oute sa complexit�e, �a condition

que les �equations de bases soient agr�ement�ees des termesad�equats (soit, dans le cas pr�e-

sent, des termes de tensions de surface �a l'interface liquide-air ainsi qu'�a la triple ligne de

contact). Nous avons vu que la r�esolution num�erique de de telles �equations même d�epour-

vues de termes suppl�ementaires [FM96, FF01, EMF02] n�ecessitent des temps de calculs tr�es

lourds, la synth�ese de deux images successives pouvant d'autant plus impliquer plusieurs

passes interm�ediaires a�n d'�eviter des instabilit�es nu m�eriques. Dans le cas d'une simulation

physique d�edi�ee aux gouttes [WMT05], la complexit�e tant calculatoire que m�emoire est

de surcrô�t grandement augment�ee, le temps de calcul moyen pour une image avoisinant

facilement l'heure sur une machine r�ecente. En vue de performances temps-r�eel, cette pre-

mi�ere constatation a eu pour cons�equence d'orienter notre choix vers une algorithmique

empirique. Dans ce contexte, il a fallu d�eterminer quellessimpli�cations e�ectuer quant au

ph�enom�ene consid�er�e, ainsi que quelles limitations d�epasser relativement aux pr�ec�edentes

approches de même �liation.

Les m�ethodes empiriques pr�esent�ees dans l'�etat de l'art peuvent se cat�egoriser en trois

groupes selon qu'elles se focalisent sur :

1. la forme des gouttes [FHP98, YJC98, MM99, YJC99, TKY02]
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2. la dynamique des gouttes [KKY93, KZYN96, KIY99, IGPP01, SDY02, YZZ04]

3. les e�ets du 
ot sur la surface [DPH96, LZLW05]

La m�ethode d�evelopp�ee et d�ecrite dans le pr�esent chapi tre se situe dans la seconde

cat�egorie. Les travaux pr�ec�edents posent en g�en�eral d e fortes hypoth�eses sur le mat�eriau

de la surface solide (du verre), sur la localisation du pointde vue (centr�ee et derri�ere la

surface) ainsi que sur la forme des gouttes (sph�erique).

On propose de visualiser une surface plane librement orientable pouvant être trans-

lucide ou opaque, aucune contrainte n'�etant impos�ee quant au point de vue. Les gouttes

sont consid�er�ees apr�es leurs impacts sur la surface, rejoignant ainsi un 
ot dont le compor-

tement est dict�e par l'advection des gouttes, la viscosit�e du liquide ainsi que la pr�esence

d'obstacles sur la surface.

La surface mouill�ee est mod�elis�ee par un quadrilat�ere ( dot�e d'une texture 2D si de nature

non translucide) auquel on associe une grille 2D r�eguli�ere relative au 
ot liquide. Chaque

cellule de cette grille contient la fraction de volume liquide locale �a la surface ainsi qu'un

vecteur vitesse 2D exprim�e dans le plan tangent �a la surface. La grille est dans un premier

temps mise �a jour en agr�ementant d'un certain volume les cellules impliqu�ees dans un

impact de gouttes, une goutte �etant mod�elis�ee par un disque. Un nouveau sch�ema d'ad-

vection sert alors �a transporter les quantit�es liquides ainsi que le champs de v�elocit�es,

les v�elocit�es �etant ensuite int�egr�ees dans le temps selon la seconde loi fondamentale de

la m�ecanique. Ce sch�ema d'advection empirique permet contrairement �a de pr�ec�edentes

approches [KKY93, KZYN96, KIY99, SDY02, YZZ04] une �evolut ion souple et continue

du 
ot ind�ependamment de la r�esolution employ�ee pour la g rille. Un e�et de viscosit�e est

obtenu en att�enuant les v�elocit�es relativement �a une ga ussienne dont les param�etres sont

d�e�nis par l'utilisateur en fonction de l'e�et souhait�e. Les obstacles sont mod�elis�es en tant

qu'une carte de normales traditionnelle, le champs de v�elocit�es du 
ot �etant in
uenc�e lors

de son int�egration dans le temps par cette derni�ere. Cettecarte de normales peut de plus

permettre d'obtenir un comportement du 
ot non monotone comme observ�e ph�enom�eno-

logiquement, cela en induisant de l�eg�eres perturbations(�a l'aide de bruit par exemple) sur

les directions ainsi que sur les normes des vecteurs. En consid�erant la grille des volumes

liquides telle un champs de hauteur, la surface mouill�ee est visualis�ee par une approche

de lancer de rayons bas�ee image sur GPU, permettant ainsi unrendu tridimensionnel o�u

r�efraction et r�e
exion de la lumi�ere sont prises en compt e. On montre de plus comment

int�egrer simplement �a la simulation deux e�ets visuels : l 'absorption du liquide par une

surface poreuse ainsi que le transport d'encre d'une surface d�ecor�ee.

Finalement, l'algorithme de la simulation �etant enclin �a une parall�elisation, une impl�e-

mentation sur GPU est pr�esent�ee, cette derni�ere achevant des performances 120 fois plus

rapide en moyenne compar�ee �a une approche CPU, permettanten cons�equence d'obtenir

des performances temps-r�eel.
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2.2 Description de la m�ethode

La m�ethode propos�ee est de nature empirique, elle se concentre sur la g�en�eration d'ani-

mations de 
ots liquides surfaciques se voulant convaincantes visuellement, et cela �a un

faible coût calculatoire. Les e�ets de tensions de surface(entre autre responsables de la

forme des gouttes ainsi que de l'attraction entre deux gouttes) sont en cons�equence n�e-

glig�es dus �a leurs complexit�es pour se focaliser principalement sur la dynamique du 
ot,

certains e�ets physiques �etant n�eanmoins consid�er�es ( viscosit�e, force de friction, mouillage

de la surface etc.). Etant donn�e que la m�ethode sera int�egralement d�ecrite dans le cadre

d'une impl�ementation sur GPU, on entendra de fa�con �equiv oque par texture 2D une grille

2D r�eguli�ere.

On pr�esentera dans un premier temps les donn�ees n�ecessaires au d�eroulement de la

simulation, suivra ensuite une description d�etaill�ee de l'algorithme d'�ecoulement pour �-

nalement expliciter la technique de rendu.

2.2.1 Mod�elisation de la surface et des obstacles

La simulation requiert en entr�ee les donn�ees et les param�etres suivants :

{ un quadrilat�ere repr�esentant la surface solide, dynamiquement ainsi que librement

orientable dans l'espace durant la simulation. Ce dernier se situe dans le plan (O; x; y)

en espace objet auquel lui est associ�e une matrice de mod�elisation M M .

{ une hauteur maximale relative au quadrilat�ere pr�ec�ede nt le long de l'axe des pro-

fondeursz en espace objet, permettant ainsi de borner le volume maximal que peut

supporter la surface. Une matrice de mise �a �echelleM S est associ�ee �a la boite en-

globante de la surface a�n de d�e�nir le changement de rep�ere entre l'espace objet et

l'espace tangent.

{ une texture 2D dite liquide o�u chaque texel de coordonn�ees (i; j ) a pour propri�et�es

ql la fraction volumique de liquide (normalis�ee entre 0 et 1), �! vt = ( vx ; vy) le vecteur

vitesse exprim�e dans l'espace tangent (soit, le vecteur vitesse apr�es projection sur le

plan tangent (O; x; y)).

{ une carte de normales mod�elisant les irr�egularit�es g�e om�etriques sous-jacentes �a la

surface (par exemple, pr�esence d'insalubrit�es ou d'un obstacle solide) possiblement

perturb�ees (par exemple, �a l'aide de bruit) en directions et normes si un comporte-

ment du 
ot non uniforme est d�esir�e. Cette carte de normale s entrera en consid�eration

lors de l'advection du 
ot de gouttes, et sera stock�ee sous la forme d'une texture 2D.

{ une texture 2D classique dite d�ecorative dans le cas d'unesurface opaque. Cette

derni�ere sera n�ecessaire a�n de simuler la r�efraction de la lumi�ere.

Les di��erentes textures utilis�ees par la simulation (tex tures liquide, de normales et

d�ecorative) peuvent être de dimensions di��erentes. Cependant, a�n d'�eviter des e�ets de

distorsion sur le 
ot lors de la visualisation, les texturesutilis�ees en pratique sont de même

rapport d'aspect que le quadrilat�ere de surface. Etant donn�e que le 
ot est mod�elis�e par
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la texture liquide, il est important de d�e�nir de fa�con app ropri�ee la r�esolution de cette

derni�ere. Dans le cas d'une grille trop grossi�ere, les gouttes occuperont un volume r�eel trop

important, nuisant ainsi grandement au r�ealisme des animations. Inversement, dans le cas

d'une grille trop �ne, bien que le 
ot puisse être d�ecrit de fa�con d�etaill�ee, les complexit�es

calculatoire et m�emoire r�esultantes limiteraient grand ement les performances. Comme tout

simulateur de 
uides bas�e sur des grilles, un choix raisonnable pour la discr�etisation du

domaine se doit de prendre en compte l'aire de la surface solide en concordance avec le

diam�etre minimal souhait�e pour les gouttes.

2.2.2 Impact de gouttes sur la surface

D'un point de vue de la simulation, on ne consid�ere les gouttes qu'une fois d�eja entr�ees

en collision avec la surface solide (les gouttes en suspension dans l'air ne sont pas mod�eli-

s�ees car hors contexte), ainsi qu'apr�es stabilisation (les splashs tout comme les oscillations

de l'interface liquide-air ne sont pas pris en compte).

La premi�ere �etape de la simulation consiste �a ajouter �a l a texture liquide des informations

volumiques relatives aux gouttes. Une goutte est mod�elis�ee par un disque plein avec comme

propri�et�es son rayon et une valeur scalaire qd d�eterminant la distribution volumique de la

goutte dans l'espace tangent. Ainsi, la texture liquide estmise �a jour en projetant sur la

surface solide des disques de rayons donn�es �a des positions donn�ees. Les texels compl�ete-

ment recouverts voient leurs pr�ec�edents volumes liquides ql incr�ement�es de qd, les texels

limitrophes aux disques (et donc partiellement recouverts) ayant leurs valeurs pr�ec�edentes

ql incr�ement�es de qd pond�er�es par le rapport entre l'aire de la zone recouvertedu texel sur

l'aire totale du texel. Cette derni�ere consid�eration per met de r�eduire les e�ets d'aliasage

pr�es de la triple ligne de contact. Lorsque la fraction volumique d'un texel exc�ede la borne

maximale, une troncature est e�ectu�ee a�n d'�eviter des in stabilit�es num�eriques et garder

une coh�erence globale du 
ot. Des v�elocit�es initiales peuvent aussi être d�e�nies, ces der-

ni�eres �etant prise en compte de la même fa�con que les volumes liquides.

Bien que simpliste, ce formalisme a �et�e choisi pour sa complexit�e calculatoire moindre

mais surtout parce que totalement impl�ementable sur GPU. En cons�equence, des formes

r�ealistes de gouttes prenant en compte les angles de contact ne peuvent ni être obtenues

apr�es impact, ni être pr�eserv�ees dans le temps par la simulation. Des m�ethodes plus sophis-

tiqu�ees et beaucoup plus lourdes d'un point de vue calculatoire sont n�ecessaires �a cette

�n [WMT05], ce qui va �a l'encontre de nos motivations initia les. On notera cependant

que la forme du 
ot obtenue par la pr�esente m�ethode est su�s amment r�ealiste dans un

contexte de performances temps-r�eel, comme illustr�e �a travers les r�esultats.

2.2.3 Dynamique du 
ot de gouttes

Une fois que les gouttes ont �et�e ajout�ees �a la texture liq uide, les propri�et�es de chaque

texel sont mises �a jour, �a commencer par les vecteurs vitesses. Ces derniers sont in
uenc�es
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par :

{ la force gravitationnelle, et possiblement d'autres forces ext�erieures

{ le vecteur normal �a la surface issu de la texture de normales

{ la force de friction relative �a la surface solide, d�ependant du volume liquide local

{ le vecteur vitesse �a l'it�eration pr�ec�edente

La force gravitationnelle
�!
G = (0 ; Gy ; 0) est exprim�ee initialement en coordonn�ees

monde, avec doncGy < 0. A un pas de temps donn�e, la force gravitationnelle ainsi que

toutes forces ext�erieures facultatives (par exemple, du vent, des obstacles mobiles etc.)

doivent être exprim�ees dans l'espace tangent de la surface. Ainsi, pour toute force quel-

conque
�!
F d�e�nie en coordonn�ees monde, ses coordonn�ees dans l'espace tangent

�!
Ft sont

obtenues apr�es multiplication par la matrice de mod�elisation inverse M M
� 1 suivie d'une

mise �a l'�echelle par M S :

�!
Ft = M S � M M

� 1 �
�!
F

Selon la seconde loi fondamentale de la m�ecanique�! a = d2x
dt2 = 1

m

P �!
F , l'acc�el�eration

�! a correspond �a la somme des forces ext�erieures divis�ee parla masse. Pour chaque cellule

de la texture liquide, un vecteur d'acc�el�eration initial est calcul�e en trois dimensions rela-

tivement aux forces ext�erieures qui lui sont appliqu�ees en son centre ainsi que relativement

�a sa masse (obtenue par multiplication du volume localql avec la densit�e volumique � ).

Ce vecteur d'acc�el�eration en trois dimensions sera ensuite modi��e a�n de successivement

prendre en compte les obstacles, la force de friction exerc�ee par le solide et la viscosit�e du

liquide, pour �nalement être projet�e sur le plan tangent �a la surface.

Pour chaque cellule (i; j ) de la texture liquide, le vecteur d'acc�el�eration en espace

tangent �! at est transform�e en fonction du vecteur normal �a la surface issu de l'interpolation

bilin�eaire en ( i; j ) dans la texture de normales. Soit
�!
N ce vecteur normal, le vecteur

d'acc�el�eration devient alors :

�! at = �! a ext; t �
�

(1 � Nz) � (
�!
N � �! a ext; t )

�
�

�!
N (2.1)

o�u �! a ext; t =
�!
Gt +

P �!
F t

ql � � ,
�!
Ft repr�esentant des forces ext�erieures et� la densit�e du liquide.

Selon l'intensit�e de la perturbation de la surface solide telle que dict�ee par la texture de

normales (Nz = 1 symbolisant une surface lisse et inversement,Nz = 0 un obstacle insur-

montable pour le 
ot), le vecteur d'acc�el�eration est proj et�e proportionnellement �a Nz sur

le plan tangent de la surface. L'�equation 2.1 est en fait uneorthogonalisation de Graham

Schmidt o�u une pond�eration par l'intensit�e de la perturb ation surfacique a �et�e ajout�ee,

plus grande sera la pente relative �a l'axe des profondeurs,plus le 
ot sera in
uenc�e par la
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�! N

�! a t

1 � N z

N z

�! Ft

Fig. 2.1: Perturbation du vecteur acc�el�eration le long du vecteur normal de la surface.

L'intensit�e de la perturbation est lin�eairement proport ionnelle �a (1 � Nz)

pr�esence de l'obstacle. La �gure 2.1 illustre cette transformation.

Une force de friction est d�e�nie comme �etant une force s'opposant �a la direction de

mouvement, sa norme d�ependant de param�etres physiques. Dans le contexte d'�ecoulements

liquides, plus petite sera la quantit�e liquide, plus grande devra être la force n�ecessaire �a

son d�eplacement en raison des tensions de surface [dG85]. On simule cet e�et de fa�con

empirique en att�enuant le vecteur acc�el�eration pr�ec�e dent par une fonction R d�ependant

du volume liquide ql . En vue d'obtenir divers comportements de 
ots avec de moindres

param�etres �a d�e�nir, une fonction inspir�ee d'une gauss ienne classique a �et�e utilis�ee a�n de

d�e�nir un pro�l d'att�enuation non lin�eaire :

R(ql ) = � exp
�

�
(1 � ql )n

�

�
(2.2)

En utilisant di��erentes valeurs d'amplitude pour le param �etre � (�xe lors de la simula-

tion), un e�et de viscosit�e peut être simul�e (plus faible sera la valeur de� , plus forte sera

la viscosit�e du liquide).

Dans le cadre de notre impl�ementation, les param�etres de la fonction R ont �et�e �x�es

de fa�con exp�erimentale �a n = 4 et � = 0 :1. La �gure 2.2 illustre le �ltre utilis�e dans les

r�esultats avec � = 1 (courbe en noir), ainsi que trois autres �ltres (en rouge, vert et bleu)

pour les animations satisfaisantes qu'ils permirent d'obtenir.

Apr�es mise �a l'�echelle du vecteur d'acc�el�eration �! at relativement �a R(ql ), le vecteur

d'acc�el�eration �nal �! at (x;y ) est obtenu par projection sur le plan (O; x; y) en espace tangent.
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Fig. 2.2: Trac�e de la fonction de mise �a �echelle utilis�ee a�n d e simuler les forces de friction

et le param�etre de viscosit�e � (ici, � = 1 a �et�e utilis�e). De faibles volumes liquides voient

leur acc�el�eration r�eduite tandis que de plus larges volumes auront une acc�el�eration accrue.

Soit �T le temps �ecoul�e entre deux pas de temps de la simulation,T �etant le temps �a

l'it�eration pr�ec�edente. Les v�elocit�es sont mises �a j our par une int�egration explicite :

�! vt (T + �T ) = �! vt (T) + �T � �! at (x;y ) (2.3)

Le nouveau champs de v�elocit�es une fois d�etermin�e, chaque cellule a son volume liquide

modi��e en raison du ph�enom�ene d'advection. Un sch�ema d' int�egration explicite empirique

est utilis�e �a cette �n, les volumes �etant transport�es pa r le champs de v�elocit�es �a l'it�eration

pr�ec�edente. La pr�esente m�ethode �etant destin�ee �a un e impl�ementation sur processeurs

graphiques, une int�egration explicite dans l'espace ne serait pas un choix appropri�e en

raison de l'architecture actuelle des GPU. A�n de rem�edier �a cette probl�ematique tout

en gardant une approche bas�ee grille (et non particules), une exploration du voisinage

8 connexes est e�ectu�ee a�n de transporter les variables. Une cons�equence directe de

cette reformulation est la p�enalisation des advections distantes rendues impossibles, les

cellules ne faisant pas partie du voisinage 8 connexes ne pouvant contribuer �a le mise

�a jour du volume local. En dynamique des 
uides num�erique, les sch�emas d'int�egration

explicites sont consid�er�es comme �etant simples d'impl�ementation ainsi que de faibles coûts

calculatoires, mais cependant tr�es enclins �a des instabilit�es num�eriques. A�n de limiter ces

derni�eres et assurer une convergence, des limitations surle pas de temps impos�ees par la

condition de Courant Friedrichs Lewy (CFL) sont n�ecessaires. On s'inspire de la condition
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de CFL propos�ee en synth�ese d'images pour l'animation de liquides [FM96] en raison des

similarit�es entre leur processus d'advection et celui pr�esent�e ici. Cette condition de CFL

statue que toute composante des vecteurs de d�eplacement (soit, vt � �T ) doit être inf�erieure

�a l'espacement inter-cellules � � , ce qui se traduit par �T < � �=max x;y [vt ]. De par sa

nature, notre processus d'advection prends en consid�eration les cellules distantes au plus

de
p

2� � , respectant ainsi la pr�ec�edente condition de CFL. L'advection sera n�eanmoins

fauss�ee dans le cas de vecteurs de d�eplacement trop longs,cas pour lequel on propose deux

strat�egies :

1. la longueur des vecteurs de d�eplacements doit être inf�erieure ou �egal �a
p

2� � , une

normalisation des vecteurs �etant n�ecessaire pour les cellules violant cette contrainte.

Cette consid�eration permet d'assurer une advection stable num�eriquement parlant,

mais nuira potentiellement au r�ealisme de l'animation.

2. une subdivision de�T en pas de temps interm�ediaires a�n de satisfaire la condi-

tion de CFL. Dans un premier temps, une recherche de la composante maximale du

champs de v�elocit�es est e�ectu�ee et on calcule le rapport r = ( maxx;y [vt ] � �T )=� � .

br c+ 1 d�e�ni le nombre de pas de temps interm�ediaires, �T intermediaire = �T=r �etant

le pas de temps �a employer pour lesbr ci �eme premi�eres passes interm�ediaires tandis

que�T f inal = ( �T=r ) � (r �b r c) sera le pas de temps �a employer pour �naliser l'advec-

tion. Ces passes interm�ediaires (invisibles �a l'utilisateur car internes �a la simulation)

assurent une certaine convergence tout en respectant la dynamique du 
ot liquide,

la complexit�e calculatoire r�esultante �etant en revanch e plus grande.

Le choix parmi ces deux solutions d�epends du contexte dans lequel la simulation est

employ�ee, et consiste en un compromis entre r�ealisme et performance. Si les performances

priment sur le r�ealisme tel que dans un jeu vid�eo, la premi�ere alternative devrait être pr�e-

f�er�ee. Inversement, si un certain r�ealisme doit être reproduit tel que dans un simulateur

de conduite, la seconde solution serait un choix plus judicieux.

La �gure 2.3 montre un exemple de la contribution par advection avant d'une cellule en-

vers son voisinage ainsi qu'�a elle même. Une cellule ne contribue �a aucune de ses voisines si

la norme du vecteur de d�eplacement est nulle, et inversement, jusqu'�a trois de ses voisines.

Les aires d'intersections entre la cellule courante translat�ee et ses voisines sont calcul�ees

relativement aux composantes du vecteur de d�eplacement, �a la localisation des centres des

cellules voisines ainsi qu'�a l'�echantillonnage de la grille. Dans un soucis de clart�e, on consi-

d�erera que les centres de cellules voisines sont espac�eesd'une unit�e selon chaque dimension.

En inversant le processus, le voisinage 8 connexes d'une cellule est explor�e, voisinage

dont les contributions individuelles sont calcul�ees de lasorte :
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Fig. 2.3: Contribution avant d'une cellule par advection. La cellule en bas �a gauche est

transport�ee par ( � x ; � y), et intersecte 3 cellules voisines. Les aires d'intersections avec ses

voisines ainsi qu'avec elle-même sont explicit�ees �a droite.

c(i;j ) = (1 � j � x j) � (1 � j � y j) � ql (i;j )

c(i � 1;j +1) = max(0; � x ) � j min (0; � y )j � ql (i � 1;j +1)

c(i;j +1) = (1 � j � x j) � j min (0; � y )j � ql (i;j +1)

c(i +1 ;j +1) = jmin (0; � x )j � j min (0; � y )j � ql (i +1 ;j +1)

c(i � 1;j ) = max(0; � x ) � (1 � j � y j) � ql (i � 1;j )

c(i +1 ;j ) = jmin (0; � x j � (1 � j � y j) � ql (i +1 ;j )

c(i � 1;j � 1) = max(0; � x ) � max(0; � y ) � ql (i � 1;j � 1)

c(i;j � 1) = (1 � j � x j) � max(0; � y ) � ql (i;j � 1)

c(i +1 ;j � 1) = jmin (0; � x )j � max(0; � y ) � ql (i +1 ;j � 1)

(2.4)

La mise �a jour des propri�et�es de la cellule de centre (i; j ) est consid�er�ee ici. c(m; n)

d�enote le volume de liquide quittant la cellule (m; n) et arrivant en la cellule (i; j ). Le vec-

teur de d�eplacement
�!
� est d�e�ni pour chaque cellule voisine (m; n) tel que

�!
� = ( � x ; � y) =

�! vt (m; n) � �T .

Les termes de l'�equation 2.4 peuvent être compris intuitivement :

{ 1 � j � axis j signi�e que la cellule voisine demeure sur le même axe que lacellule

centrale, sa contribution �etant alors inversement proportionnelle �a la longueur du

d�eplacement. Dans un tel cas, une contribution est toujours de rigueur sauf dans le

cas d'un d�eplacement nul.

{ max(0; � axis ) signi�e que la cellule voisine doit se situer du cot�e positif de l'axe

consid�er�e (soit, Nord ou Est), auquel cas la contribution sera proportionnelle �a la
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longueur du d�eplacement, la contribution �etant nulle sin on.

{ jmin (0; � axis )j signi�e que la cellule voisine doit se situer du cot�e n�egatif de l'axe

consid�er�e (soit, Sud ou Ouest), auquel cas la contribution sera proportionnelle �a la

longueur du d�eplacement, la contribution �etant nulle sin on.

Une telle formulation permet une impl�ementation e�cace su r les processeurs gra-

phiques de g�en�eration actuelle en raison des instructions nativement support�ees (valeur

absolue, minimale et maximale) utilis�ees ici. Des instructions conditionnelles auraient du

être employ�ees �a d�efaut, instructions signi�cativeme nt plus lentes �a l'ex�ecution et donc

p�enalisantes.

2.2.4 E�ets Sp�eciaux

Absorption

D'un point de vue ph�enom�enologique, l'absorption d'un li quide par une surface poreuse

modi�e de fa�con complexe les propri�et�es optiques de la surface [DPH96]. Fid�ele �a nos

motivations, on propose de simuler simplement et empiriquement cet e�et en consid�erant

que plus une parcelle de surface sera humide, plus ses informations colorim�etriques seront

att�enu�ees. A cette �n, la texture liquide est dot�ee d'une quatri�eme composante (les trois

premi�eres restant inchang�ees) repr�esentant la quantit �e liquide absorb�ee localement par

la surface, cette valeur �etant born�ee entre 0 et 1. Le processus de simulation demeure

identique except�e qu'avant l'advection, la fraction volu mique qui sera absorb�ee par la

surface est d�etermin�ee. Pour une cellule donn�ee, cette quantit�e liquide retenue d�epend du

volume liquide courant ql , du temps, de la nature de la surface� surface (une valeur nulle

symbolisant une surface totalement hydrophobe et inversement, une valeur de 1 totalement

hydrophile) ainsi que du volume liquide d�ej�a absorb�e qa. La formule que nous avons utilis�e

est la suivante :

q0
a(T; �T ) = min (1 � qa(T); A (ql (T); � surface ) � �T )

(2.5)

ql (T) = ql (T) � q0
a(T; �T )

qa(T + �T ) = qa(T) + q0
a(T; �T )

(2.6)

o�u q0
a est la quantit�e liquide absorb�ee relativement au laps de temps �ecoul�e �T . Cette

quantit�e d�epends de la fonction d'absorption A qui peut soit être d�e�nie en tant que don-

n�ee utilisateur (fonction pr�e-calcul�ee et discr�etis� ee), soit en tant que fonction proc�edurale

similairement �a l'�equation 2.2. La fonction d'absorptio n A prends en entr�ee le volume li-

quide courant ainsi que l'a�nit�e de la surface a�n d'approc her le volume liquide absorb�e

par unit�e de temps. Une telle formulation permet de d�ecrir e de fa�con non uniforme les
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propri�et�es poreuses d'une surface en usant d'une carte d'a�nit�e (texture 2D �a une compo-

sante scalaire) a�n de rendre certaines r�egions plus hydrophiles que d'autres (par exemple,

une vitre recouverte partiellement de sable). Le param�etre ql peut être utilis�e a�n de d�e-

crire un pro�l d'absorption non lin�eaire : plus le volume li quide sera important dans une

cellule, plus la proportion absorb�ee sera �elev�ee. Une fois le volume liquide th�eoriquement

absorb�e calcul�e par int�egration explicite dans le temps du r�esultat de la fonction d'ab-

sorption A, ce dernier est tronqu�e relativement �a la quantit�e liqui de d�eja absorb�ee par la

cellule si n�ecessaire (voir l'�equation 2.5), cela a�n d'�eviter des incoh�erences tant num�e-

riques que visuelles. Finalement, les volumes liquides courant ql et absorb�e qa sont mis �a

jour pour chaque cellule selon l'�equation 2.6, et le reste de la simulation se d�eroule sans

autres changements.

La valeur d'absorption sera utilis�ee lors du rendu d'une surface opaque a�n de r�e
�eter

le ph�enom�ene (voir la section 2.3.2).

Transport d'encre

Durant la phase d'advection, un e�et de transport d'encre peut être achev�e en advec-

tant les informations de couleurs de la texture de d�ecoration avec le 
ot. Une impression

de surface se d�elavant progressivement peut ainsi être obtenue, des gouttes de couleurs

se d�epla�cant sur la surface. A�n de simuler ce ph�enom�ene, une nouvelle texture 2D dite

d'encre dot�ee de quatre composantes est n�ecessaire, la texture liquide ayant quant �a elle

quatre composantes tel que pour l'e�et d'absorption (voir la partie 2.2.4). Les trois pre-

mi�eres composantes de la texture d'encre repr�esentent une information de couleur (r; g; b)

par cellule, la quatri�eme d�eterminant la densit�e de coul eur actuellement transport�ee par

le 
ot et sera initialis�ee �a 0. La quatri�eme composante de la texture liquide d�etermine la

densit�e de couleurs restante dans la texture de d�ecoration par cellule, et sera initialis�e �a 1.

Les texture liquide et d�ecorative pouvant être de r�esolutions di��erentes, cette derni�ere est

rediscr�etis�ee a�n d'̂etre de même dimension que la texture liquide. Red�e�nie par �ltrage

(un �ltre cubique a �et�e utilis�e pour les r�esultats), cet te texture sera utilis�ee lors de l'advec-

tion des couleurs, les nouveaux texels �etant les moyennes (si r�eduit) ou les interpolations

(si agrandit) de la texture d�ecorative de base. Cette �etape n'est e�ectu�ee qu'un seule fois

pr�ealablement �a la simulation.

Durant la simulation, une fois les gouttes ajout�ees �a la texture liquide et le nou-

veau champs de v�elocit�es d�etermin�e, une densit�e de couleur est calcul�ee relativement �a

la texture d�ecorative qui contribuera �a la texture d'encr e. Pour une cellule donn�ee, la

texture d�ecorative peut �emettre une densit�e de couleur � pattern calcul�ee par une fonc-

tion semblable �a la fonction d'absorption de la partie 2.2.4. Cependant, a�n de pr�evenir

une saturation des couleurs dans la texture d'encre, la densit�e de couleur transport�ee

actuellement � ink d�e�nit la densit�e maximale que la cellule peut encore recevoir. La den-

sit�e �nale �emise � emitted est d�etermin�ee comme �etant le minimum des valeurs � pattern

et (1 � � ink ), et sera la valeur utilis�ee pour mettre �a jour les donn�ee s de la simula-
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tion. L'information de couleur de la texture d�ecorative est ensuite pr�e-multipli�ee par

� emitted et ajout�ee au pr�ec�edent triplet de couleurs ( r; g; b) de la texture d'encre. La va-

leur � emitted est ensuite soustraite de la quatri�eme composante de la texture d�ecorative

(� pattern (T + �T ) = � pattern (T) � � emitted (�T )), puis ajout�ee �a la quatri�eme composante

de la texture d'encre (� ink (T + �T ) = � ink (T) + � emitted (�T )).

Lors de l'advection, les quadruplets de la texture d'encre seront transport�es par le


ot de la même fa�con que les variables relatives au liquide: dans l'�equation 2.4, ql (m; n)

est cons�ecutivement substitu�e par chaque composante de la texture d'encre, soit r , g, b

et � ink . En cons�equence, l'advection des textures liquide et d'encre �etant dict�ee par le

même champs de v�elocit�es, le 
ot d'encre suivra rigoureusement le 
ot liquide, donnant

l'illusion de gouttes liquides color�ees. La texture d'encre sera utilis�ee lors du rendu d'une

surface opaque (voir la partie 2.3.2) a�n de donner de l'impression d'une surface peinte

progressivement d�elav�ee.

2.3 Impl�ementation

2.3.1 Simulation

Etant donn�e que la phase d'advection est la partie la plus lourde de notre m�ethode

d'un point de vue calculatoire, son optimisation est importante a�n d'obtenir des perfor-

mances temps-r�eel. Remarquant la nature parall�elisablede l'algorithme (les variables de la

simulation pouvant être mises �a jours ind�ependamment) et souhaitant en tirer partie, une

impl�ementation de la simulation sur GPU a �et�e e�ectu�ee p our ses avantages signi�catifs

en terme de performances.

Notre m�ethode a �et�e impl�ement�ee pour la librairie grap hique OpenGL en concordance

avec le langage de programmation des processeurs graphiques GLSL. La norme (( Shader

Model 3.0 ))est requise, ainsi que les extensions OpenGL suivantes :

{ GL EXT framebu�er object, a�n d'e�ectuer un rendu dans une texture.

{ GL ARB texture 
oat, a�n de manipuler des textures en pr�ecision 
ottante.

{ GL ARB texture cube map pour l'environment mapping.

{ GL ARB draw bu�ers a�n d'e�ectuer plusieurs rendu dans di��erentes cib les en une

seule passe (cette derni�ere ne sera utilis�ee que dans le cas de tranport d'encre).

La texture liquide est d�e�nie en pr�ecision 
ottante a�n de pr�evenir des e�ets de

dissipation num�erique due �a des accumulations d'erreurs, une pr�ecision limit�ee �a 16 bits

permettant d'obtenir des valeurs interpol�ees par la carte graphique �a un coût n�egligeable.

Pour un pas de temps, quatre passes sont n�ecessaire au d�eroulement de la simulation

ainsi qu'au rendu. Une op�eration simultan�ee de lecture et �ecriture sur une même cible

n'�etant pas tol�er�ee sur les GPU actuelles, la texture liq uide (ainsi que la texture d'encre si
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besoin) est allou�ee deux fois. Ce type de textures sont commun�ement d�enomm�ees textures

ping pong. Dans le cas d'un e�et de transport d'encre, on tire partie du fait que les

textures liquide et d'encre sont de même dimensions en utilisant un tampon auxiliaire, ce

dernier permettant une mise �a jour simultan�ee des deux textures lors d'une seule passe.

L'algorithme multi-passes est alors le suivant :

{ Passe 1 : Ajout de gouttes

D�eclarer la texture liquide courante en tant que cible.

Activer le m�elange des couleurs en mode additif pour cette passe (fontion GPU de

m�elange avec les param�etres GLONE pour la source et GL ONE pour la destina-

tion).

Activer l'anti-aliasage de points a�n de g�erer le cas des fragments en p�eriph�erie des

gouttes. Projeter des points de tailles et positions donn�ees munis d'attributs appro-

pri�es (volume et v�elocit�e initiale des gouttes).

Echanger la texture liquide

{ Passe 2 : Calcul du champs de v�elocit�es

D�eclarer la texture liquide courante en tant que cible.

Projeter un quadrilat�ere de la taille de la fenêtre image. Pour chaque fragment, cal-

culer le vecteur d'acc�el�eration relativement �a �T (temps �ecoul�e depuis la derni�ere

image) et mettre �a jour les vitesses.

Dans le cas d'un e�et d'absorption, mettre �a jour le volume l iquide absorb�e par le

fragment.

Dans le cas d'un e�et de transport d'encre, mettre �a jour la densit�e restante de la

texture d�ecorative ainsi que les attributs relatifs �a la t exture d'encre pour le frag-

ment.

Echanger la texture liquide

{ Passe 3 : Advection du 
ot

Choisir une des deux strat�egies pour le pas de temps tel que d�ecrit dans la par-

tie 2.2.3, et e�ectuer des passes interm�ediaires si n�ecessaire.

D�eclarer la texture liquide courante en tant que cible.

Projeter un quadrilat�ere de la taille de la fenêtre image. Pour chaque fragment, par-

courir le voisinage 8 connexes, calculer leurs vecteurs de d�eplacement selon leurs

vitesses et�T a�n de d�eterminer leurs contributions au fragment courant .

Mettre �a jour les volumes liquides.

Dans le cas d'un e�et de transport d'encre, transporter les quatre attributs d'encre

avec le 
ot.

Echanger la texture liquide

{ Passe 4 : Rendu

D�eclarer le tampon d'image standard comme cible, rendre lasurface mouill�ee.
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2.3.2 Rendu

A�n de visualiser la surface mouill�ee, il est n�ecessaire de connâ�tre la localisation de

l'interface liquide-air. La texture liquide utilis�ee par la simulation repr�esente la distribution

volumique du liquide sur une grille et h�erite en cons�equence de propri�et�es inh�erentes aux

m�ethodes VOF (Volume Of Fluid). Dans le cadre de m�ethodes VOF, la reconstruction de

l'interface 3D n�ecessite de d�eterminer l'intersection d'un plan avec un cube soumise �a une

contrainte volumique, processus coûteux d'un point de vuecalculatoire [GLN+ 99]. Etant

donn�e que notre m�ethode se veut temps-r�eel, on s'inspired'une m�ethode pr�ec�edente [HK03]

o�u le champs volumique est directement mis en relation avecun champs de distance, et on

consid�ere simplement la hauteur liquide de chaque cellulecomme �etant lin�eairement pro-

portionnelle �a son volume. Cette simpli�cation directe pe rmet alors d'employer un rendu

par une approche de displacement mapping bas�ee image dans le même esprit que [POC05]

qui op�ere sur des cartes de hauteurs. En d�epit de l'�evaluation grossi�ere du champs de

hauteur, les r�esultats obtenus en pratique d�emontrent que pour de faibles volumes, cette

approximation est e�cace tant qualitativement qu'en terme de performances.

�!
r g

�!
V

�!
R1

�!
N

�!
R2

Fig. 2.4: Exemple de rendu d'une surface mouill�ee. Une recherche lin�eaire (points rouges)

est e�ectu�ee jusqu'�a ce qu'une intersection approch�ee avec l'interface liquide soit trouv�ee

(point vert). Apr�es r�efraction du vecteur de vue selon le g radient �a l'interface, l'intersection

avec la surface est d�etermin�ee (point jaune) et d�e�ni les coordonn�ees de textures r�efrac-

t�ees pour la texture d�ecorative associ�ee �a une surface opaque. Dans le cas d'une surface

translucide, une seconde r�efraction par le vecteur normal�a la surface permettra d'indexer

(vecteur bleu) une cubemap de l'environnement de la sc�ene.

Le processus de rendu di��ere selon l'orientation de la surface relativement au point de
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vue ainsi que selon le type de mat�eriau consid�er�e (translucide ou opaque). On d�e�nit dans

un premier temps les techniques et les formules communes �a chacun de ces cas :

{ Calcul du gradient

L'information de normale �a l'interface liquide-air est ex trait de la texture liquide en

tant que produit vectoriel de di��erences centr�ees, qui r�esulte en un gradient
�!
r g =

(� @ql
@x; � @ql

@y; 1).

{ R�efraction

Soit un vecteur incident
�!
I et un vecteur normal

�!
N �a l'interface, le vecteur r�efract�e

�!
R selon le rapport eta des indices de r�efraction de deux milieux est calcul�e par une

m�ethode vectorielle respectant la loi de Snell :

k = 1 � eta2 �
�

1 � (
�!
N �

�!
I )2

�

Si k < 0, alors
�!
R = (0 ; 0; 0). Sinon :

�!
R = eta �

�!
I �

�
eta � (

�!
N �

�!
I ) �

p
k
�

�
�!
N

Des indices de r�efraction de 1 et de 1:333 ont respectivement �et�e utilis�es pour l'air

et l'eau.

{ Intersection d'un rayon avec une surface plane

Consid�erons une surface plane dans son espace tangent. Cette surface se situe dans

le plan (O; x; y) �a une profondeur nulle. Pour tout rayon d�e�ni en espace ta ngent

par un point �! p = ( xp; yp; zp) associ�e �a un vecteur
�!
D = ( xD ; yD ; zD ), l'intersection

du rayon avec la surface est calcul�ee telle que��! pint = �! p + � zp
zD

�
�!
D .

{ Intersection d'un rayon avec une carte de hauteur

La proc�edure utilis�ee dans le cas pr�esent est inspir�ee de l'approche [POC05], que l'on

d�ecrit bri�evement dans ce qui suit. La surface plane associ�ee �a un champs de hau-

teur d�e�nit une boite englobante dont les faces avant sont projet�es dans un premier

temps. Pour chaque fragment activ�e, un pas de progression appropri�e est calcul�e

relativement �a la r�esolution de la carte de hauteur et �a la pente du vecteur de vision

d�e�ni en espace tangent. Partant de l'intersection fronta le de la boite englobante, le

rayon est parcouru incr�ementalement jusqu'�a ce que sa hauteur devienne inf�erieure

�a sa valeur correspondante dans la carte de hauteur. Les auteurs proposent de plus

d'e�ectuer une recherche dichotomique a�n de converger avec plus de pr�ecision vers

le point d'intersection. Cependant, dans le cadre de la pr�esente m�ethode, un tel raf-

�nage s'est av�er�e inutile en pratique �etant donn�e une am �elioration des r�esultats non

pertinente qualitativement parlant. On explique ce dernier point par la nature �ne

des cartes de hauteurs d�ecoulant des textures liquides.

La boite englobante de la surface mouill�ee est construite tel que chaque face est orient�ee a�n

que son vecteur normal pointe vers l'ext�erieur de la boite,except�e pour la face inclus dans

le plan (O; x; y), le vecteur normal pointant vers l'int�erieur dans ce cas la. Chaque sommet

de la boite englobante est dot�e de coordonn�ees de texture 3D normalis�ees �equivalentes
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Fig. 2.5: Une ville vue de nuit derri�ere une vitre sur laquelle tombe de la pluie (364 images

par seconde). On remarquera la distorsion de la sc�ene induite par la r�efraction des gouttes

liquides sur la vitre.

aux coordonn�ees en espace tangent. La matrice de mod�elisation ainsi que la position de la

cam�era sont mises �a disposition des programmes GPU par passation de variables uniformes.

Surfaces translucides

Dans le cas de surfaces translucides, on approche la r�efraction de la sc�ene consid�er�ee

comme distante par le biais d'une technique d'environment mapping. En cons�equence

d'une telle hypoth�ese, la couleur des fragments obtenus apr�es r�efraction ne d�ependent pas

de la localisation du point �a partir duquel a �et�e r�efract �e le vecteur incident. Une cubemap

(pr�ed�e�nie ou pouvant être calcul�ee �a la vol�ee �a chaq ue pas de temps de la simulation) a

�et�e utilis�ee �a ces �ns car support�ee mat�eriellement s ur GPU. La r�efraction par le mat�eriau

de la surface est n�eglig�ee, les surfaces �etant consid�er�ees comme in�niment �ne. Pour des

raisons �evidentes, les e�ets d'absorption et de transport d'encre ne seront pas abord�es

dans la pr�esente partie. On d�etaille maintenant le rendu d'une surface translucide. Apr�es

projection des faces de la boite englobante, chaque fragment ex�ecutera un programme

GPU qui se comportera di��eremment selon que le fragment �emane d'une face arri�ere ou

avant. Si le fragment est originaire d'une face arri�ere, on teste �a la position courante si

une valeur positive est pr�esente dans la texture liquide. Si tel n'est pas le cas, cela signi�e

alors que la surface est localement s�eche et on arrête le traitement du fragment. Sinon, un

volume liquide �etant pr�esent, le vecteur de vue incident est r�efract�e en espace tangent avec
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la normale �a la surface (0; 0; 1) selon le ratio d'indices de r�efraction air-liquide. S'ensuit

une recherche lin�eaire de l'intersection du nouveau vecteur de vue apr�es r�efraction avec

l'interface liquide-air. Cette intersection trouv�ee, le vecteur de vue courant est �a nouveau

r�efract�e avec le gradient �a l'isosurface en utilisant cette fois-ci le ratio d'indices de r�efraction

liquide-air. Le vecteur r�esultant est transform�e en coordonn�ees monde pour �nalement

indexer la cubemap de la sc�ene, d�eterminant ainsi la couleur du fragment.

Le processus est similaire dans le cas d'un fragment g�en�er�e par une face avant, comme

illustr�e dans la �gure 2.4. On cherche dans un premier tempsl'intersection du vecteur de

vue avec la texture liquide. Si une intersection est trouv�ee (point vert dans la �gure), le

gradient �a l'interface est calcul�e pour être utilis�e da ns la r�efraction du vecteur de vue selon

le rapport d'indices de r�efraction air-liquide. Le vecteur r�esultant (
�!
R1 dans la �gure) est

imm�ediatement r�efract�e �a nouveau en espace tangent avec la normale de surface (0; 0; 1)

selon un rapport d'indices de r�efraction liquide-air. Ce vecteur �nal, illustr�e en bleu et

d�enomm�e
�!
R2 sur la �gure, a uniquement �et�e translat�e du point d'inter section initial pour

une clart�e de pr�esentation, la profondeur du 
ot liquide n '�etant pas prise en compte dans

le cas pr�esent. Apr�es une transformation en coordonn�eesmonde du vecteur, une cubemap

est index�ee pour simuler la r�efraction de l'environnement. Un exemple de rendu pour une

surface translucide mouill�ee est montr�ee dans la �gure 2.5

Surfaces opaques

Une surface opaque se di��erencie principalement d'une surface translucide par sa tex-

ture d�ecorative qui lui est associ�ee ainsi que par la possibilit�e de simuler un e�et d'absorp-

tion ou un e�et de transport d'encre. La boite englobante est tout d'abord projet�ee, les

fragments �emanant d'une face arri�ere n'�etant pas trait� es. Dans le cas d'un fragment de face

avant, l'intersection du vecteur de vue avec l'interface liquide-air est recherch�ee en espace

tangent. Si aucune intersection n'a �et�e trouv�ee, le dern ier �echantillon le long du rayon ĝ�t

sur une zone s�eche, et les deux premi�eres composantes des coordonn�ees de texture sont

utilis�ees a�n d'indexer la texture d�ecorative (on rappel le que les coordonn�ees de texture

de la boite englobante sont d�e�nies en espace tangent). Ce dernier cas est identique �a une

technique standard de placage de texture 2D, l'absence de liquide impliquant une non r�e-

fraction. Dans le cas d'une intersection entre le vecteur devue et l'interface (point vert sur

la �gure 2.4), le gradient �a l'isosurface est calcul�e. Ce dernier est utilis�e a�n de r�efracter

le vecteur de vue selon le rapport d'indices de r�efraction air-liquide (
�!
R1 sur la �gure). On

d�etermine ensuite l'intersection du vecteur de vue r�efract�e avec la surface (point jaune

sur la �gure). Les deux premi�eres coordonn�ees du point d'intersection sont utilis�ees a�n

d'indexer la texture d�ecorative, ainsi que la texture d'absorption ou la texture d'encre si

besoin. La couleur �nale du fragment est obtenue selon le type de la simulation :

{ Simulation standard

La couleur du fragment est simplement la couleur du texel correspondant dans la

texture d�ecorative.

{ E�et d'absorption
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Fig. 2.6: Flot de gouttes non perturb�e au dessus de la peinture Nishiki, 309 images par

seconde. La r�efraction de la texture d�ecorative peut clairement être observ�ee sur la zone

agrandie en haut �a droite.
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Connaissant la couleur issue de la texture d�ecorative ainsi que la quantit�e de liquide

absorb�ee qa, le texel de la texture d�ecorative peut être indi��eremme nt att�enu�ee ou

m�elanger avec une texture dite cach�ee. Les couleurs des fragments sont respecti-

vement calcul�es par ((1 � qa) � texture pattern ) et ((1 � qa) � texture pattern + qa �

texture hidden ).

{ E�et de transport d'encre

La texture d'encre est m�elang�ee avec la texture d�ecorative a�n de donner la couleur

du fragment (� pattern � texture pattern + texture ink ). On remarquera qu'aucune pon-

d�eration n'est appliqu�ee aux composantes de la texture d'encre �etant donn�e que les

couleurs sont d�ej�a pr�e-multipli�ees.

La �gure 2.6 montre une surface opaque o�u la r�efraction par le 
ot liquide est simul�ee �a

l'aide d'une texture d�ecorative, et peut être clairement observ�ee.

Un mod�ele simple d'illumination globale de la surface mouill�ee a �et�e impl�ement�ee dans

la pr�esente m�ethode, les composantes di�uses et sp�eculaires pouvant être facilement d�eri-

v�ees �a partir du champs de gradients de la texture liquide ainsi que des points d'intersection

d�enotant l'interface liquide-air.

2.4 Resultats

La m�ethode propos�ee a �et�e impl�ement�ee sur un processeur Athlon64 3200 Mhz avec

une carte graphique GeForce 7800. Les r�esultats communiqu�es dans cette partie ont �et�e

obtenus pour une fenêtre d'image de 1024*768. Du aux performances de l'algorithme en

terme d'images par seconde, le champs de v�elocit�es n'a jamais induit de violation de la

condition de CFL, une seule passe ayant �et�e n�ecessaire �al'advection sans le biais de passes

interm�ediaires (voir la d�e�nition de la troisi�eme passe dans la partie 2.3.1).

2562 5122 10242

Standard 2.27ms 3.26ms 8.12ms

Absorption 2.32ms 3.34ms 8.36ms

Ink Transport 3.22ms 5.48ms 13.7ms

Tab. 2.1: Temps de calcul en millisecondes n�ecessaire �a un pas de temps de la simulation

hors rendu

Le tableau 2.1 dresse les temps de calcul requis a�n qu'un pasde temps complet de la

simulation s'ach�eve (hors rendu) en fonction de di��erent es tailles de grilles. Pour chacun
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des types de simulation (soit, standard, avec e�et d'absorption ou avec e�et de transport

d'encre), une carte de normales a �et�e utilis�ee a�n de pert urber le 
ot (n�ecessitant donc un

acc�es texture suppl�ementaire par fragment). Pour l'e�et d'absorption, une texture cach�ee a

�et�e utilis�ee qui n�ecessite un acc�es m�emoire suppl�em entaire en comparaison avec une simple

att�enuation. On remarquera que la simulation propos�ee op�ere rapidement même pour de

larges grilles.

Fig. 2.7: Ville vue de nuit �a travers une vitre sur laquelle il pleut de plus en plus, 359

images par seconde

Les �gures 2.7 montrent une simulation o�u une surface translucide est progressivement

mouill�ee, l'animation tournant en moyenne �a 359 images par seconde. La grille de simula-

tion est de dimension 170� 256, une cubemap de 512� 512 de r�esolution 8 bits ayant �et�e

utilis�ee pour l'environnement de la ville.

Fig. 2.8: Flot liquide sans texture de normales au dessus de la peinture Nishiki, 311 images

par seconde

Les �gures 2.8 montrent une simulation standard o�u une surface mouill�ee est rendue �a

une moyenne de 311 images par seconde. La texture d�ecorative est de dimension 512� 769,

la grille de simulation �etant de 170 � 256. La dynamique du 
ot liquide est uniquement
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in
uenc�ee par la force gravitationnelle.

Fig. 2.9: Flot liquide in
uenc�e par une texture de normales au dessus de la peinture

Nishiki, 302 images par seconde

Les �gures 2.9 montre la même simulation que pr�ec�edemment �a la di��erence qu'une

texture de normales a �et�e utilis�ee a�n de perturber le 
ot liquide. Le nombre d'images

par seconde moyen est de 302, la texture de normales �etant dedimensions 170� 256 et

repr�esentant une gaussienne projet�ee que l'on aura pris soin de d�eformer a�n de garder le

même rapport d'aspect que la texture d�ecorative. En comparaison des �gures 2.8, on peut

clairement observer que le chemin emprunt�e par les gouttesdi��ere, ces derni�eres suivant

de fa�con coh�erente la g�eom�etrie dict�ee implicitement par la texture normale.

Les �gures 2.10 montrent une peinture de Mona Lisa heureuse (tecture d�ecorative, 300�

433) disparaissant progressivement �a 278 images par seconde. Les �gures 2.11 montrent une

peinture de Mona Lisa dans un style cubique nuanc�e de vert (texture d�ecorative, 300� 433)

laissant progressivement place �a une Mona Lisa heureuse (texture cach�ee, 300� 433) �a une

moyenne de 272 images par seconde. Dans les deux cas, la taille de la grille de simulation

est de 178� 256, et une texture normale de 44� 64 g�en�er�ee par du bruit a �et�e utilis�ee a�n

d'obtenir un comportement non uniforme du 
ot liquide. Dans le premier cas, la valeur

d'absorption a �et�e utilis�ee pour att�enuer la texture d� ecorative tandis que dans le second

cas, cette derni�ere a �et�e utilis�ee pour le m�elange entr e les deux textures. Une fonction

d'absorption simpliste A = ql a �et�e utilis�ee pour ces deux r�esultats.

Finalement, les �gures 2.12 montrent une texture d�ecorative (512� 512) d�elav�ee dans

le temps par le 
ot liquide �a une moyenne de 162 images par seconde. Les dimensions de

la grille de simulation sont de 256� 256, une texture normale issue de bruit de dimensions
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Fig. 2.10: Une peinture de Mona Lisa heureuse disparaissant progressivement dans les

zones de forte humidit�e, 278 images par seconde

Fig. 2.11: Une peinture de Mona Lisa de style cubique teint�ee de vert laissant progressi-

vement place �a une Mona Lisa heureuse l�a o�u l'humidit�e de la surface est la plus forte, 272

images par seconde
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Fig. 2.12: Encres d'une peinture illustrant une nuit �etoil�ee e mport�ees par des gouttes d'eau

d�evalant la surface, 162 images par seconde

64 � 64 ayant �et�e utilis�ee. On observe sur les captures di��er entes couleurs �emanant de la

texture d�ecorative qui sont transport�ees par le 
ot liqui de, la texture d�ecorative disparais-

sant ainsi progressivement l�a o�u des densit�es ont �et�e enlev�ees.

Les textures normales des �gures 2.9,2.10,2.11,2.12 sont visualis�ees en espace couleur

(r; g; b), la composante rouge prenant la valeur des abscisses, la verte des ordonn�ees et la

bleue des profondeurs.

2.5 Conclusions

Une m�ethode empirique d�edi�ee aux �ecoulements surfaciques en temps-r�eel a �et�e pr�e-

sent�ee, une impl�ementation sur processeurs graphiques des algorithmes de simulation ainsi

que de rendu ayant �et�e d�emontr�ee. Le concept de la m�etho de est le calcul dynamique d'une

carte de hauteur repr�esentant un 
ot de gouttes liquides sur une surface plane, le mat�e-

riau de cette derni�ere pouvant être de nature translucide comme opaque. Le processus de

simulation prends en compte des forces ext�erieures, la viscosit�e du liquide et la pr�esence

d'obstacles. De pr�ec�edentes m�ethodes bas�ees sur un maillage du domaine imposent aux

gouttes d'̂etre gel�ees dans le temps avant d'̂etre int�egralement d�eplac�ees vers leurs nouvelles

positions. En cons�equence, une discr�etisation tr�es �ne du domaine s'impose a�n d'obtenir

une 
uidit�e convaincante pour l'animation. Le sch�ema d'a dvection qui a �et�e pr�esent�e dans

cette partie contourne cette limitation en g�erant de court s d�eplacements de fa�con continue,

des animations 
uides �etant obtenues ind�ependamment de la r�esolution de la grille de simu-

lation. Le 
ot liquide est de forme lisse et continue en raison d'une mod�elisation par carte

de hauteur ainsi que de la souplesse du sch�ema d'advection,la r�efraction et la r�e
exion

de la lumi�ere �etant d�eriv�ees selon le champs de gradients de la carte de hauteur. Cela

di��ere des pr�ec�edentes approches o�u un 
ot est d�e�ni pa r une union de sph�ere, impliquant

une interface liquide-air globalement discontinue ainsi qu'un champs de gradients pouvant

varier abruptement. De plus, un e�et d'absorption et un e�et de transport d'encre ont �et�e

propos�es, le surcoût calculatoire �etant faible et les r�esultats convaincants. Ces travaux ont
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donn�e lieu �a une publication [HJGP08].

Cependant, le r�ealisme des animations pourraient être am�elior�e de plusieurs mani�eres.

Les e�ets de tensions de surface ayant �et�e majoritairement n�eglig�es, la forme du 
ot liquide

�a la triple ligne de contact ne re
�ete pas le ph�enom�ene de l'angle de contact, l'attraction

inter-gouttes ayant �et�e elle aussi n�eglig�ee. Trouver u ne formulation empirique e�cace pour

ces derniers permettrait d'accrô�tre grandement le r�ealisme des animations actuellement

obtenues, notamment lorsque le 
ot est visualis�e de pr�es.La m�ethode pourrait facilement

être �etendue a�n de prendre en compte des surfaces courbesen usant d'une seconde carte

de hauteur pour la g�eom�etrie de la surface. Cependant, de trop fortes courbures de la

surface solide induiraient une distorsion visuelle du 
ot trop importante ainsi que des d�e-

placements soumis �a des acc�el�erations incoh�erentes.

Une mod�elisation adapt�ee aux surfaces courbes tout en permettant une advection stable

et rapide des gouttes liquides est en cours de recherche, unemeilleure consid�eration des

e�ets de tensions de surface �etant de rigueur.
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Une approche bas�ee physique pour

l'animation de gouttes sur des

surfaces arbitraires

Lors de l'�etat de l'art, il a �et�e clairement explicit�e le s raisons pour lesquelles des simu-

lations physiques sont employ�ees en synth�ese d'images dans une optique d'animation de

liquides. Pour r�esumer, le comportement d'un liquide est un ph�enom�ene naturel extrême-

ment complexe dont la formalisation algorithmique est -pour le moins que l'on puisse dire-

non triviale. A ce jour, on ne peut que constater �a travers les r�esultats de la communaut�e

que seul l'emploi d'�equations physiques issues de l'hydrodynamique permet de reproduire

sur machine un tel ph�enom�ene avec un degr�e de r�ealisme saisissant, et donc su�sant (ceci

est notamment vrai dans le domaine de la synth�ese d'images o�u une justesse des r�esultats

au sens de la physique n'est pas requise). Il est d'autant plus appr�eciable que seules de mi-

neures modi�cations relatives �a des param�etres globaux (comme la viscosit�e ou la densit�e)

ou �a des conditions aux bords (comme la pr�esence d'un solide ou une transition de phase)

soient n�ecessaires �a l'animation de 
uides de diverses natures dans des environnements �a

g�eom�etrie quelconque, certaines approches plus pouss�ees allant même jusqu'�a agr�ementer

les �equations de bases de termes suppl�ementaires a�n d'�etendre l'�eventail des ph�enom�enes

reproductibles (par exemple, l'�ebullition, les bulles ou les gouttes). En revanche, les contre

coûts de ces m�ethodes bas�ees physiques sont principalement leurs complexit�es calculatoire

et m�emoire, les destinant g�en�eralement ainsi �a des animations et �a des rendus en temps

di��er�e. Non des moindres, on notera �egalement que l'impl �ementation de tels simulateurs

se r�ev�elera être une tache ardue en raison de l'enchâ�nement intrins�eque de plusieurs m�e-

thodes num�eriques complexes possiblement non intuitives, une seule n�egligence pouvant

r�eduire des heures de calculs �a du simple temps perdu. En e�et, les solveurs mis en jeu

r�esultent d'une combinaison (souvent quali��ee de savante) entre diverses techniques telles

que pour la mod�elisation du liquide, la discr�etisation des �equations ou l'int�egration de ces

derni�eres. Il existe une tr�es vaste litt�erature (et donc de nombreux choix) pour chacune

de ces techniques dont les avantages, inconv�enients et complexit�e di��erent, et il est di�-
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cile d'estimer avant terme l'impact d'un de ces choix sur la convergence globale du solveur.

Dans le pr�esent chapitre, une m�ethode bas�ee physique pour l'animation de gouttes est

pr�esent�ee. Les �equations de Navier et Stokes ont �et�e choisies pour la formalisation g�en�erale

de la dynamique d'un liquide, cela en raison de leur longue popularit�e (on b�en�e�cie ainsi

de la part de la communaut�e physique de leur compr�ehensionainsi que de nombreuses m�e-

thodes de r�esolution num�eriques) et de leur adaptabilit�e (possibilit�e de prendre en compte

les e�ets de tension de surface). On d�ecrira dans une premi�ere partie les �equations de

Navier et Stokes d'un point de vue purement th�eorique suivies des choix e�ectu�es quant

�a leur r�esolution num�erique, choix que l'on justi�era. O n s'int�eressera ensuite �a l'inclusion

des e�ets de tensions de surface �a l'interface liquide-gaz, puis �a ceux agissant �a la triple

ligne de contact (intersection liquide-gaz-solide). Ces derniers sont �a l'origine du compor-

tement et de la forme des gouttes, et donc au coeur de notre probl�ematique. Une unique

contribution abordant pr�ecis�ement la pr�esente th�emat ique en synth�ese d'images �a notre

connaissance [WMT05], cette derni�ere sera d�ecrite et analys�ee su�samment en d�etail a�n

de la comprendre, d'en ressortir ces principales limitations et �nalement en extraire des

pistes de recherche. On pr�esentera �egalement quelques mod�eles de triple ligne de contact

�elabor�es dans le domaine de la physique num�erique, mod�eles que l'on comparera �a celui

propos�e par Wang et al. [WMT05]. A partir des pr�ec�edentes limitations et de la com -

pr�ehension des mod�eles physiques d�ecouleront quelquesnouvelles techniques d�edi�ees �a la

dynamique de la triple ligne de contact. Ces techniques destin�ees au domaine de la synth�ese

d'images font l'objet du pr�esent chapitre, et l'on pr�esen tera les diverses th�eories propos�ees

accompagn�ees de r�esultats pr�eliminaires.

Dans la grande majorit�e des cas, on adoptera les conventions typographiques suivantes.

Les grandeurs vectorielles seront not�ees en grasu tandis que les grandeurs scalaires seront

laiss�ees telles quellesx. On d�enotera par � le produit scalaire, � le produit vectoriel, j j la

valeur absolue etk k la norme d'un vecteur.

3.1 Equations de Navier et Stokes

3.1.1 Description

On se place dans le cadre ad�equat d'un 
uide incompressible(par exemple, l'air ou

l'eau). Dans un tel cas, les �equations de Navier et Stokes peuvent se d�eriver �a partir des

principes de conservation de la quantit�e de mouvement (�equation 3.1) et de conservation

de la masse (�equation 3.2), la conservation de l'�energie �etant implicite. Dans leurs formes

discr�etes, on a alors :
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@u
@t

= � u � r u + r � (� r u) �
1
�

r p +
1
�

F (3.1)

r � u = 0 (3.2)

o�u u d�ecrit le champs vectoriel des vitesses au sein du 
uide,� la viscosit�e cin�ematique

du 
uide, � la densit�e (soit, la masse volumique) du 
uide, p le champs scalaire des pres-

sions,F des forces ext�erieures ett le temps.

On d�enotera par r le gradient r = ( @
@x;

@
@y;

@
@z) et par r 2 le laplacien r 2 = r � r =

@2

@x2 + @2

@y2 + @2

@z2 .

Les quatre termes de droite de l'�equation 3.1 peuvent êtred�ecrit individuellement et

se comprennent intuitivement :

1. � u � r u repr�esente l'advection du 
uide par lui-même et d�ecrit l e transport des

v�elocit�es le long de lignes de courants. On notera que ce terme est �a la base du

caract�ere non lin�eaire des �equations de Navier et Stokes.

2. r� (� r u) d�enote le terme visqueux. Plus forte sera la viscosit�e du
uide, plus att�enu�ee

sera l'in
uence des v�elocit�es environnantes et inversement. Ph�enom�enologiquement

parlant, un liquide visqueux se mouvoira plus lentement et aura tendance �a demeurer

compact.

3. � 1
� r p est la contribution du champs de pressions sur les v�elocit�es. Conceptuellement,

un 
uide aura tendance �a se d�eplacer vers les zones de plus faibles pressions.

4. 1
� F est l'action de forces ext�erieures, et se r�esume g�en�eralement �a la force gravita-

tionnelle.

Les �equations de Navier et Stokes sont des �equations di��erentielles partielles non li-

n�eaires pour lesquelles il n'existe toujours pas �a ce jourde solutions analytiques, une

r�esolution num�erique �etant en revanche possible. Typiq uement, une simulation num�erique

part de conditions initiales sur les variables pour successivement d�ecrire �a chaque pas

de temps leurs �evolutions, des conditions aux bords �etant impos�ees et la contrainte de

conservation de masse (�equation 3.2) se devant d'̂etre respect�ee �a chaque it�eration. Dans

le cadre des pr�esents travaux, on consid�ere une simulation diphase avec contacts solides.

Soit les domaines suivants repr�esentant respectivement un liquide 
 L , un gaz 
 G et un

solide 
 S. Il existe alors deux interfaces, l'interface liquide-gaz� LG = 
 L \ 
 G et l'in-

terface solide-
uides � S = (
 L \ 
 S) [ (
 G \ 
 S). La triple ligne de contact sera d�ecrite

par l'interface particuli�ere � C = 
 L \ 
 G \ 
 S. En trois dimensions, � LG et � S sont

des surfaces bidimensionnelles orient�ees plong�ees dansR 3 tandis que � C sera une courbe

unidimensionnelle orient�ee dansR 3. Soit 
 le domaine de r�esolution num�erique tel que


 = 
 \ (
 L [ 
 G [ 
 S). La �gure 3.1 illustre cette repr�esentation en deux dimensions.

Avant de d�ecrire la m�ethode de r�esolution �a proprement p arler des �equations de Na-

vier et Stokes dans le domaine �ctif 
, il est primordial de d� ecider d'une repr�esentation
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Fig. 3.1: Domaine de r�esolution 
 pour les �equations de Navier et Stokes o�u 
 L d�enote le

domaine liquide (zone bleue), 
G d�enote le domaine gazeux (zone rouge) et 
S d�enote le

domaine solide (zone hachur�ee). Les interfaces engendr�ees sont aux nombres de trois, res-

pectivement l'interface liquide-gaz � LG (courbe noire), l'interface solide-
uides � S (courbe

bleue) et l'interface particuli�ere de la triple ligne de contact � C (points verts).

discr�ete des di��erents domaines a�n de suivre l'�evoluti on des interfaces dans le temps.

C'est le premier point que l'on abordera dans ce qui suit. Puis, on d�ecrira les sch�emas

num�eriques utilis�es pour la r�esolution de chacun des quatres termes de l'�equation 3.1 ainsi

que l'imposition des conditions aux bords pour les interfaces respectives solide-
uides �S
et liquide-gaz � LG . Sera ensuite abord�e le point crucial des conditions aux bords pour la

triple ligne de contact, soit l'interface liquide-gaz-solide � C . On �etudiera les pr�ec�edents

travaux de Wang et al. et certains autres mod�eles issus de la physique num�eriquea�n

de d�egager de nouveaux moyens d'estimation des conditionsaux bords �a la triple ligne

de contact. L'imposition de ces derni�eres une fois int�egr�ees au solveur permettra alors de

simuler des �ecoulements de gouttes, la pr�ecision et la justesse requises se devant d'̂etre

su�sante pour la synth�ese d'image (on peut se permettre d'̂etre l�eg�erement approximatif

d'un point de vue de la physique tant que l'e�et visuel d�esir �e est atteint).

3.1.2 Discr�etisation des �equations et des interfaces

Discr�etisation des �equations di��erentielles

On souhaite discr�etiser deux 
uides immiscibles dans un environnement pouvant être

partiellement solide dans une optique de simulation num�erique. Il existe plusieurs m�ethodes

de discr�etisation disponibles dans la litt�erature, disc r�etisation qui in
uencera directement

la r�esolution des �equations de Navier et Stokes en terme dem�ethodologie, complexit�e

et convergence. Avant d'�enum�erer les principales m�ethodes de discr�etisations existantes,
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rappelons certains objectifs quant �a la m�ethode d�evelopp�ee. Bien que bas�ee physique, il est

important de b�en�e�cier d'une m�ethode aux temps de calcul s non prohibitoires ainsi que

d'une impl�ementation la plus simple possible dans la mesure o�u les r�esultats satisfont le

crit�ere de r�ealisme en vue de la synth�ese d'images. Relativement �a la th�eorie des e�ets de

tensions de surface, il sera important de b�en�e�cier de bonnes approximations des normales

et des courbures aux interfaces, ces derni�eres faisant parties int�egrantes du th�eor�eme de

Laplace et de la relation de Young. D�ecrivons succinctement les di��erentes classes de

discr�etisation eul�eriennes commun�ement rencontr�ees en physique num�erique :

1. M�ethode des di��erences �nies

Cette m�ethode e�ectue une approximation des d�eriv�ees in tervenant dans le syst�eme

d'�equations di��erentielles �a l'aide d'op�erateurs di� �erentiels discrets, ces derniers �etant

issus de d�eveloppements en s�eries de Taylor tronqu�es et donc d'un certain ordre. Les

variables peuvent ainsi être mises �a jour par application de ces op�erateurs sur les

champs de variables pass�ees (sch�ema explicite) ou par supposition du champs ac-

tuel (sch�ema implicite). La m�ethode des di��erences �nie s est une m�ethode populaire

car simple d'impl�ementation et de complexit�es calculato ire et m�emoire raisonnables

compar�ee �a ses consoeurs, la qualit�e de la solution �etant en revanche fortement d�e-

pendante du degr�e de ra�nement du maillage (usuellement une grille) ainsi que de

l'ordre des op�erateurs employ�es. On notera que la repr�esentation discr�ete des inter-

faces n'est pas impos�ee dans une m�ethode aux di��erences �nies.

2. M�ethode des volumes �nis

Contrairement �a la m�ethode des di��erences �nies qui e�ec tue une approximation des

�equations di��erentielles, la m�ethode des volumes �nis e st bas�ee sur une approxima-

tion de l'int�egration de ces derni�eres. Le domaine est discr�etis�e en une grille repr�esen-

tant des sous-volumes auxquels sont appliqu�ees individuellement les lois de conser-

vation. En utilisant le th�eor�eme de la divergence qui lie u ne int�egration volumique

�a une int�egration surfacique et usant de la connexit�e des sous-volumes, les variables

peuvent être int�egr�ees num�eriquement dans le temps sans dissipation aucune quelque

soit le ra�nement du maillage. Cependant, de par sa nature, l'interface ne peut être

obtenue trivialement et des sch�emas num�eriques de reconstruction interfaciale sont

n�ecessaires �a une visualisation. On citera par exemple lesch�ema SLIC [NW76] (de

l'anglais, (( Simple Line Interface Calculation ))), le sch�ema donneur-accepteur de

Hirt et Nichols [HN81] ainsi que le sch�ema PLIC [Rud97] (de l'anglais, (( Piecewise

Linear Interface Calculation ))), ce dernier �etant le plus populaire pour la qualit�e

de la reconstruction qu'il procure en d�epit d'une complexit�e calculatoire non n�egli-

geable. De plus, il est courant d'observer des variations brutales cycliques dans la

localisation de l'interface lors d'une fusion ou d'une s�eparation d'interfaces [HN81]

(ph�enom�ene commun�ement d�enomm�e en anglais (( 
otsam and jetsam ))), pouvant

ainsi gravement nuire au r�ealisme d'une animation. Finalement, et non des moindres,

on notera que l'estimation standard des normales et des courbures dans une m�ethode

aux volumes �nis est g�en�eralement de pi�etre qualit�e, de s sch�emas d'approximation
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d'ordre sup�erieur mais plus lourds pouvant n�eanmoins rem�edier en partie �a cette

lacune [RR10, JEPP04, CFK05, FCD+ 06].

3. M�ethode des �el�ements �nis

La m�ethode des �el�ements �nis permet de r�esoudre une �equ ation di��erentielle partielle

dans sa forme variationnelle (soit, dans sa forme int�egrale). La discr�etisation emploie

un pavage du domaine en �el�ements �nis auquel sont associ�ees des fonctions de bases

permettant de recouvrir la continuit�e du champs (souvent, il s'agira de fonctions

d'interpolation telles que les polynômes de Lagrange). Eng�en�eral, les �el�ements sont

discr�etis�es sous la forme de triangles en 2D (respectivement des t�etra�edres en 3D)

a�n d'aligner au mieux les bords du domaine r�eel sur ceux du domaine �ctif, un raf-

�nement local du maillage proche de l'interface �etant de rigueur pour une meilleure

pr�ecision num�erique. Une cons�equence directe est la n�ecessit�e de remailler le domaine

�a chaque d�eplacement des interfaces a�n de co•�ncider �a nouveau sur les bords, pro-

cessus tr�es coûteux notamment en 3D. Bien que la justesse des r�esultats soit souvent

sup�erieure dans une m�ethode aux �el�ements �nis en comparaison avec les m�ethodes

des di��erences �nies ou des volumes �nis, elle est indubitablement plus di�cile d'im-

pl�ementation et engendre des complexit�es calculatoire et m�emoire la rendant peu

appropri�ee au domaine de la synth�ese d'images.

En synth�ese des points pr�ec�edents, la m�ethode des di��e rences �nies semble être un

choix ad�equat pour la discr�etisation des �equations de Navier et Stokes, cette derni�ere of-

frant �a premi�ere vue une impl�ementation tant e�cace que r elativement simple. Cela est

d'autant plus vrai si l'on consid�ere l'existence de sch�emas num�eriques traitant les discon-

tinuit�es interfaciales (par exemple, le saut de pression lors d'une transition de phase) ainsi

que l'existence de m�ethodes de discr�etisation r�eguli�ere du domaine permettant la localisa-

tion pr�ecise de l'interface même lorsque non align�ee surles bords de la grille. On s'int�eresse

tout d'abord au second point, les discontinuit�es interfaciales �etant trait�ees dans la partie

d�edi�ee �a la r�esolution num�erique.

Discr�etisation des interfaces

Les choix possibles quant �a la discr�etisation des interfaces sont principalement les

suivants (voir la �gure 3.2) :

{ Des particules inertielles inter-connect�ees transport�ees par le 
ot. Cette discr�etisa-

tion lagrangienne sou�re de plusieurs lacunes, notamment de la di�cult�e �a g�erer

les processus de fusion ou de s�eparation des interfaces, mais aussi de l'obligation de

distribuer r�eciproquement les forces agissant sur les particules aux voxels environ-

nants apr�es un lissageempirique des variables (par exemple, �a l'aide d'une fonction

de Heaviside). Il s'agit d'une approche dite desuivi d'interfaces contrairement aux

deux approches suivantes qui sont des approches dites decapture d'interfaces.

{ Une discr�etisation eul�erienne en sous-volumes. On h�erite alors des processus coûteux
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Particules inertielles
inter-connectées

VOF Level Set

Interface continue

Discrétisation

Fig. 3.2: Trois mod�eles de discr�etisation d'une interface continue (centr�ee en haut). A

gauche, utilisation de particules inertielles inter-connect�ees, au milieu, discr�etisation en

volumes �nis et �a droite, discr�etisation en un level set. L e level set permet de conserver

la continuit�e de l'interface (contrairement �a une m�etho dologie VOF) et est apte �a g�erer

ais�ement fusions et s�eparations interfaciales (contrairement aux particules inertielles inter-

connect�ees).
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pour la reconstruction interfaciale sans pour autant b�en�e�cier de la conservation

volumique �etant donn�e la m�ethodologie adopt�ee des di�� erences �nies, rendant ce

choix �a priori super
u.

{ Une discr�etisation eul�erienne en un champs de distancessign�ees, commun�ement d�e-

nomm�e level set [OS88, OF02]. Chaque voxel de la grille contient la distance de son

centre �a l'interface, le signe servant �a d�epartager l'in t�erieur de l'ext�erieur du domaine.

Cette discr�etisation permet de localiser pr�ecis�ement une interface en dessous de la

r�esolution de la grille, et pr�esente l'avantage majeur dans notre cas de pouvoir ap-

procher avec une bonne pr�ecision les normales et les courbures. Cette discr�etisation

constitue notre choix et est d�ecrite dans ce qui suit.

Un level set permet de repr�esenter une seule interface, soit, uniquement deux domaines

adjacents. Dans la m�ethode pr�esent�ee, deux level sets seront utilis�es conjointement a�n de

d�enoter respectivement l'interface solide-
uides et l'i nterface liquide-gaz. La localisation

de la triple ligne de contact d�ecoulera de la fusion des informations relatives �a ces deux

champs de distances. Dans le cas d'un domaine simple (par exemple, domaine liquide ini-

tialis�e en tant qu'une conique pleine), le level set peut être d�etermin�e de fa�con proc�edurale

�a partir du calcul de la distance des centres des voxels �a une surface param�etrique. Dans le

cas d'un domaine de forme arbitraire possiblement complexe(par exemple, un objet solide

de la forme d'un lapin), on initialise le level set dans une bande �etroite proche de l'interface

�a partir d'un maillage triangulaire du domaine en utilisan t une m�ethode robuste pour l'es-

timation des distances sign�ees [BA05]. Cette m�ethode n�ecessite des maillages repr�esentant

une deux vari�et�e sans bords plong�ee dansR 3. La majorit�e des maillages de mod�eles 3D dis-

ponibles en synth�ese d'images r�epondent rarement �a cette contrainte car issus de cr�eations

infographiques ou de num�erisations d'objets r�eels. A�n d e parer �a cette �eventualit�e, un

algorithme de r�eparation [CL96] est employ�e pour combler des trous de surface parasites

ainsi que supprimer auto-intersections et points singuliers. Le champs de distances sign�ees

est �nalement compl�et�e �a l'aide d'une technique d'extra polation rapide [Set96] en tirant

partie du fait que la propagation des charact�eristiques s'e�ectue progressivement le long

des normales.

Soit � un level set tel que� (x; t) repr�esente la distance du point x �a l'interface �( t)

�a un instant t donn�e. Relativement au level set � LG de l'interface liquide-gaz (respective-

ment � S de l'interface solide-
uides), les distances nulles ou de signe n�egatif d�e�nissent

le domaine du liquide (respectivement du solide) et par compl�ementarit�e, les distances

strictement positives d�e�nissent le domaine du gaz (respectivement des 
uides). L'inter-

face � LG (respectivement � S) est d�e�nie par l'ensemble f x; � (x ; t) = 0 g o�u on substitue

� par � LG (respectivement � S). On suppose une interpolation lin�eaire entre la valeur des

centres des voxels, ce qui permet d'�evaluer une interface par l'isosurface de valeur nulle �a

l'aide d'un algorithme de triangulation rapide et �able [LC 87, NH91]. Le vecteur normal

est obtenu num�eriquement par application de l'op�erateur du gradient au level set�! n = r �
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tandis que la courbure le sera par application de l'op�erateur du laplacien � = r 2� .

L'atout principal d'un level set r�eside en sa capacit�e ais�ee �a g�erer des interfaces dyna-

miques, c'est �a dire des interfaces sujettes �a un champs dev�elocit�es quelconques. Consid�e-

rons la d�eriv�ee totale d'un level set � au cours du tempst. Par d�e�nition :

D� (x; t)
Dt

= 0 (3.3)

Apr�es application du th�eor�eme de d�erivation des foncti ons compos�ees, on obtient :

@�(x; t)
@t

+
@�(x; t)

@x
@x
@t

= 0 (3.4)

Sachant queu = @x
@t et que le gradient r correspond �a une d�erivation spatiale, on

obtient �nalement une expression de la d�eriv�ee eul�erienne :

@�
@t

= � u � r � (3.5)

Cette �equation permettra au sein d'une simulation de 
uide s bas�ee grille une int�egra-

tion temporelle des interfaces en prenantu comme �etant le champs de v�elocit�es des 
uides.

Simple et e�cace, ce sch�ema d'�evolution des interfaces d�emontre la puissance des level set

en terme de support des processus de fusion et de s�eparationinterfaciales. Cependant, il

existe deux failles importantes lors de l'advection d'un level set : la distortion du champs

de distances sign�ees et la conservation du volume d�elimit�e par les interfaces.

Bien que la localisation des interfaces (soit, les isosurfaces d�e�nies par � (x ; t) = 0)

demeure valide d'un certain point de vue, le level set ne repr�esentera plus un champs de

distances sign�ees apr�es advection du �a une accumulationdes erreurs num�eriques. Comme

mentionn�e par Gomes et Faugera [GF99], cette violation de la propri�et�e du champs de dis-

tances sign�ees va �a l'encontre de la th�eorie des level set, mais est pourtant bien r�eelle. Dans

le cas de la pr�esente m�ethode, il est inconcevable de se contenter d'un level set approxi-

matif �etant donn�e que la qualit�e des estimations des normales et des courbures d�epend

fortement de la qualit�e du level set en terme d'approximation du champs de distances

sign�ees. Uner�einitialisation du level set est alors n�ecessaire, processus pour lequel ilexiste

deux philosophies distinctes.

Une formulation �a partir des valeurs initiales [SSO94] d�ecrit une �equation d'Hamilton-

Jacobi pour � au cours d'un temps �ctif � . La �nesse de discr�etisation de � en des pas de

temps interm�ediaires � � d�etermine la qualit�e de la reconstruction ainsi que la largeur de

la bande autour de l'interface dans laquelle les distances sont a�ect�ees qui est de 2� � � :

@�
@�

= sgn(� � =0 )(1 � kr � k) (3.6)

o�u sgn est une fonction du signe du level set :
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sgn(� ) =

8
>>>>><

>>>>>:

1 si � > 0

0 si � = 0

� 1 si � < 0

(3.7)

possiblement att�enu�ee a�n de r�eduire les erreurs num�er iques [SSO94] :

sgn(� ) =
�

p
� 2 + (� x)2

(3.8)

Cette approche n�ecessite de parcourir toute la grille �
� � fois et est de complexit�e cal-

culatoire en O(N 3) o�u N est le nombre total de voxels.

La seconde m�ethode de r�einitialisation est celle qui a d�eja �et�e utilis�ee pour l'initialisa-

tion des level set [Set96], et propose une formulation du probl�eme �a partir de conditions

aux bords de complexit�e calculatoire enO(N logN ). Si l'advection de l'interface s'e�ectue

uniform�ement vers l'int�erieur ou vers l'ext�erieur de l'interface, alors il est possible de re-

formuler l'�equation d'Hamilton-Jacobi en une �equation e ikonale. Le champs de distances

sign�ees est obtenue pourF = 1 grâce �a un sch�ema incr�emental d�emarrant de l'interf ace

o�u les distances sont estim�ees selon un polynôme du second degr�e imposant la norme du

gradient du level set :

kr � kF = 1 (3.9)

Ces deux approches ont �et�e impl�ement�ees et test�ees car pr�esentant des avantages di��e-

rents, rappelons l'importance de cette r�einitialisation relativement au solveur qui se basera

en partie sur les estimations des normales et des courbures pour int�egrer les e�ets de ten-

sions de surfaces.

Le dernier point �a consid�erer est celui de la conservation volumique, d'importance

triviale dans le cadre d'une animation d'un liquide. Il existe de nombreuses alternatives

a�n de rem�edier �a cette lacune des level set, et l'on �enum�ere les plus courantes dans ce qui

suit :

{ Une premi�ere solution �emane de l'observation qu'une approximation d'ordre faible

des gradients du level set lors de l'advection est fortementresponsable de la dissi-

pation volumique, notamment lors de la pr�esence de discontinuit�es. Des sch�emas de

discr�etisation d'ordre sup�erieur pour le gradient ont ai nsi �et�e propos�es dans le cadre

d'une �equation de type Hamilton-Jacobi [SO88, SO89], plustard am�elior�es en pro-

posant une formulation adaptative [JS96]. Bien que les volumes soit mieux conserv�es

en usant de tels sch�emas, une perte volumique est n�eanmoins constatable notam-

ment lors de longues simulations. De plus, les stencils de discr�etisation des gradients

en question n�ecessitent un voisinage plus �etendus (typiquement quatre voxels selon
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chaque dimension) ce qui rends leur impl�ementation plus lourde calculatoirement

parlant mais aussi probl�ematique lors de l'intersection avec les bords de la grille.

{ En �evaluant num�eriquement les volumes �a l'it�eration p r�ec�edente et en int�egrant cette

information sous la forme d'une contrainte lors du processus de r�einitialisation du le-

vel set, les volumes d�elimit�es par les interfaces peuvent̂etre conserv�es dans le temps.

Ce type d'approches use d'heuristiques quant �a l'�evaluation individuelle des volumes

pour relocaliser les interfaces, et pr�esente l'inconv�enient majeur d'une impl�ementa-

tion di�cile [MEPS98, SF99, RS00].

{ Un autre type d'approche combine les avantages respectifsd'un level set avec ceux

d'une m�ethode aux volumes �nis, soit respectivement les informations topologiques

et la conservation volumique. Le level set est utilis�e lorsde la r�esolution num�erique du

syst�eme d'�equations di��erentielles pour ensuite être reconstruit. Cette reconstruction

se base sur la r�epartition des sous-volumes qui auront �et�e transport�es ind�ependam-

ment, et donc qui auront conserv�e le volume global d�elimit�es par les interfaces. Bien

que relativement coûteuse en terme de calculs, cette m�ethode [SP00, Sus03] est e�-

cace et a pr�ec�edemment �et�e utilis�ee pour la synth�ese d 'images [MMS04, MUM+ 06].

{ Mentionn�ee lors de l'�etat de l'art, la m�ethode des parti cles level set [EMF02] constitue

une autre alternative �a la r�esolution du probl�eme de la co nservation volumique. En

peuplant de particules inertielles les deux cot�es de l'interface dans une �ne bande, les

particules sont advect�ees selon un sch�ema explicite ind�ependamment du level set pour

lequel une technique semi-lagrangienne (simple et stable)est utilis�ee. Les particules

servent alors �a reconstruire l'isosurface nulle du level set grâce �a une formulation en

surfaces implicites des particules. Cette m�ethode est simple d'impl�ementation mais

permet surtout de se passer de sch�emas d'advection d'ordre�elev�e et coûteux grâce

aux particules.

L'impl�ementation de la m�ethode des particles level set propos�ee dans [ELF05] est celle

utilis�ee dans les pr�esents travaux, et on d�etaille dans ce qui suit la r�esolution num�erique

des �equations de Navier et Stokes.

3.1.3 R�esolution num�erique

La r�esolution num�erique des �equations de Navier et Stokes requiert d'int�egrer les quatre

termes de droite de l'�equation de conservation de la quantit�e de mouvement 3.1, la solu-

tion �etant soumise �a des conditions aux bords ainsi qu'�a l a contrainte de conservation de

masse 3.2.

On utilise une grille r�eguli�ere 3D �a arrangement d�eloca lis�ee des variables o�u pressions

et level sets sont stock�es en les centres des voxels, les v�elocit�es �etant stock�ees sur leurs

bords respectifs des voxels (voir la �gure 3.3). Cette discr�etisation permet de coupler for-

tement un champs de pressions �a la divergence du champs de v�elocit�es sans passer par

une interpolation approximative suppl�ementaire, et pr�e sente de meilleures propri�et�es de
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Fig. 3.3: Grille 3D �a arrangement delocalis�e. Les informations de distance des level sets

ainsi que les pressions sont stock�ees en les centres des voxels, les composantes des v�elocit�es

u = ( u; v; w) �etant quant �a elles discr�etis�ees sur les bords de la grille relativement �a leurs

dimensions.

convergence compar�ee �a un arrangement colocalis�e des variables [HW65].

On utilise la m�ethodologie des pas fractionnaires pour la souplesse qu'elle autorise

quant aux choix ind�ependants pour la r�esolution chaque terme ainsi que pour son impl�e-

mentation intuitive. Chaque terme de l'�equation 3.1 (horm is la pression qui sera trait�e

�a part) est donc int�egr�e successivement �a un champs de v�elocit�es temporaire de diver-

gence non nulle suivi d'une projection du champs de pression[Sta99] a�n de r�epondre �a

la contrainte de conservation de la masse 3.2. On remarqueraqu'ici, la pression joue le

rôle d'un multiplicateur de Lagrange et n'a pas de sens d'unpoint de vue de la physique.

Etant donn�e que notre int�erêt se situe dans l'obtention d 'un champs de v�elocit�es de di-

vergence nulle et que le champs de pressions r�esultant de laprojection n'est pas destin�e

�a une visualisation scienti�que, cette approche rapide et puissante conceptuellement nous

satisfait parfaitement (sinon, une approche par relaxation aux faibles propri�et�es de conver-

gence et possiblement divergente aurait du être adopt�ee pour la r�esolution du terme de

pression [FM96, CdVLHM97]).

La m�ethode propos�ee se veut diphase, soit, on simule deux 
uides incompressibles et

immiscibles en interaction. Dans un tel cas, des consid�erations importantes sont �a prendre

en compte relativement �a la formulation standard des �equations de Navier et Stokes simple

phase. Ces consid�erations ont attraits aux propri�et�es d es 
uides (la densit�e et la viscosit�e),

�a l'aspect physique d'une transition de phase (comportement des variables �a l'interface)

ainsi qu'�a la formulation de la contrainte relative �a la co nservation de la masse. Ces di��e-

rents aspects seront trait�es au fur et �a mesure qu'on les rencontrera lors de la descrition

de la r�esolution num�erique de chacun des termes, description chronologique qui suit.

La m�ethode des caract�eristiques est utilis�ee pour int�e grer le terme d'advection � u � r u
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comme introduit en synth�ese d'images par Stam [Sta99] qui employa la terminologie d'ad-

vection semi-lagrangienne. Ce sch�ema d'advection de complexit�e calculatoire n�egligeable

est inconditionnellement stable �etant donn�e que le champs de v�elocit�es est mis �a jour �a

partir d'une interpolation (trilin�eaire dans le cas de not re impl�ementation) du champs de

v�elocit�es �a l'it�eration pr�ec�edente :

u � (x) = u t �
x � u t (x)� t

�
(3.10)

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

Fig. 3.4: Illustration d'une advection semi-lagrangienne. La case hachur�ee est mise �a jour

selon la m�ethode des caract�eristiques. Un d�eplacement inverse (
�eche noire) est calcul�e

comme �etant la vitesse de la case pond�er�ee par le pas de temps. Les variables de la case

sont alors int�egr�ees dans le temps par interpolation tril in�eaire des champs de variables

�a la position obtenue comme �etant la translation du centre de la case par le vecteur de

d�eplacement inverse.

L'advection du champs de v�elocit�es est trait�ee priorita irement car un sch�ema semi-

lagrangien convergera mieux dans le cas d'un champs de v�elocit�es de divergence nulle [CMT04]

(ce qui ne sera plus le cas jusqu'�a la prochaine projection du champs de pression). Une

illustration d'une advection semi-lagragienne est montr�ee dans la �gure 3.4.

La seconde �etape est de loin la plus simple, et consiste �a int�egrer les forces ext�erieures
1
� F selon un sch�ema explicite d'euler. En consid�erant la densit�e locale comme �etant celle

d�e�nie par la valeur du level set � LG en les centres des voxels, on a alors :

u �� (x) = u � (x) +
1

� (� LG (x))
F(x)� t (3.11)

Dans le cas de notre impl�ementation, seule la gravitation a�et�e prise en compte �etant

donn�e qu'il n'est pas n�ecessaire de simuler des ph�enom�enes externes (les objets solides sont

immobiles, la formulation diphase int�egrant impliciteme nt au solveur l'action d'un second

champs de forces sans passer par l'ajout d'un champs de forces arti�ciel).

Le terme de viscosit�e r � (� r u) est ensuite trait�e implicitement comme introduit en

synth�ese d'images par Stam [Sta99] pour le cas d'un 
uide simple phase. Dans ce cas, la
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viscosit�e cin�ematique � est constante dans tout le domaine et le terme de viscosit�er� (� r u)

se simpli�e donc en l'expression� r 2u apr�es factorisation par la constante visqueuse� . On

a �a r�esoudre alors un syst�eme d'�equation lin�eaire :

�
I � � t� r 2�

u ��� = u �� (3.12)

Dans une formulation diphase des �equations de Navier et Stokes, cette discr�etisation

est correcte dans le cas o�u le stencil du laplacien n'est pasentrecoup�e par l'interface (soit,

loin de l'interface). On utilise une discr�etisation spati ale du laplacien d'ordre 1. Soitf une

fonction de l'espace, le laplacien def relativement �a une dimension x est alors :

r 2f (x) =
r f (x+ 1

2 )�r f (x � 1
2 )

� x

= f (x+1) � 2f (x)+ f (x � 1)
(� x)2

(3.13)

Dans le cas o�u une interface intersecte le stencil,� ne peut plus être factoris�e et on

d�erive une expression du laplacien prenant en compte la discontinuit�e de la viscosit�e :

r � (� r f (x)) =
� (x+ 1

2 )r f (x+ 1
2 )� � (x � 1

2 )r f (x � 1
2 )

� x

=
� (x+ 1

2 )f (x+1) � (� (x+ 1
2 )+ � (x � 1

2 )) f (x)+ � (x � 1
2 )f (x � 1)

(� x)2

(3.14)

� (x) d�epend du 
uide occupant l'espace en x et est donc fonction du level set. En

cons�equence, sa valeur est bien d�e�nie en les centres des voxels mais pas sur les bords.

A�n de prendre en compte l'interval spatial du stencil pour r ed�e�nir la viscosit�e � , il existe

plusieurs m�ethodologies. Un lissage de la viscosit�e par le biais d'un op�erateur de Heaviside

H est souvent employ�e dont on explicite un exemple en une dimension ci-dessous :

� (x) = � (� (bxc)) + ( � (� (bxc + 1)) � � (� (bxc))) H (� (x)) (3.15)

o�u di��erents op�erateurs de Heaviside [SSO94, MEPS98, SF99] bas�es sur une interpola-

tion lin�eaire de � sont possibles. On retirex de la formulation pour une meilleure lisibilit�e,

et on cite comme exemples :

H (� ) =

8
>>>>><

>>>>>:

0 si � < 0

1
2 si � = 0

1 si � > 0

(3.16)

H (� ) =

8
>>>>><

>>>>>:

0 si � < � �

1
2

�
1 + �

� + 1
� sin( ��

� )
�

si j� j � �

1 si � > �

(3.17)
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Dans l'�equation 3.17, � d�e�nit une bande autour de l'interface dans laquelle les valeurs

sont liss�ees, et est une valeur typiquement de l'ordre de l'espacement inter-voxels (par

exemple,� = 1 :5� x). Ce lissage empirique est n�ecessaire a�n de simuler une continuit�e des

constantes des 
uides alors qu'en r�ealit�e, ces constantes sont discontinues �a l'interface.

En lieu de ce lissage empirique, on part de propri�et�es physiques pour d�eriver une

moyenne harmonique des constantes [LSSF06] (telle que la viscosit�e � ). Ph�enom�enologi-

quement parlant, la viscosit�e est discontinue �a l'interf ace, mais l'acc�el�eration visqueuse est

continue. On consid�ere la dimensionx dans ce qui suit, l'extension �a trois dimensions �etant

intuitive et directe. On d�enote par l'index � la valeur des variables �a gauche de l'interface,

et respectivement par l'index + la valeur des variables �a droite de l'interface. La continuit�e

de l'acc�el�eration visqueuse peut alors être formul�ee :

� � u�
x = � + u+

x (3.18)

Soit x � le point d'intersection entre le stencil et l'interface (et donc, � LG (bx � c +

1)� LG (bx � c) � 0), et � la distance relative au bord gauche o�u l'intersection intervient

telle que � = � � LG (bx � c)
� LG (bx � c+1) � � LG (bx � c) . On a alors :

� � u(x � ) � u(bx � c)
� � x

= � + u(bx � c + 1) � u(x � )
(1 � � )� x

(3.19)

Par d�eveloppement, on obtient une expression pouru(x � ) :

u(x � ) =
�� + u(bx � c + 1) + (1 � � )� � u(bx � c)

�� + + (1 � � )� � (3.20)

On r�einjecte u(x � ) tel que formul�e dans l'�equation 3.20 dans l'�equation 3. 19, pour

�nalement obtenir la moyenne harmonique� (x+ 1
2) pour l'intervalle [ bx � c; bx � c+1] lorsque

ce dernier est intersect�e par l'interface � :

� (x +
1
2

) =
v+ v�

�v + + (1 � � )v� (3.21)

On remarquera que lorsqu'il n'y a pas d'intersection entre l'interface et le stencil, cette

formulation revient �a une formulation simple phase si l'on prend soin de normaliser� entre

0 et 1. En substituant l'expression de la viscosit�e dans l'�equation 3.14 par celle obtenue

dans l'�equation 3.21 et en r�eit�erant le processus �a gauche ainsi que selon les deux autres

dimensions, on obtient une formulation du terme visqueux diphase apr�es avoir pris soin

de remplacerf dans l'�equation 3.14 par successivement chacune des troiscomposantes du

champs de v�elocit�es u. Ce terme nouvellement formul�e est exprim�e dans sa forme implicite

a�n d'̂etre int�egrer. Le syst�eme d'�equations lin�eaire s en d�ecoulant est symm�etrique d�e�ni

positif, l'ordre faible employ�e pour l'op�erateur du lapl acien impliquant une matrice faible-

ment band�ee et clairesem�ee. Ce type de syst�eme d'�equations peut être rapidement invers�e

par une m�ethode it�erative bas�ee sur les espaces de Krylov, et on utilise dans le cadre

de notre impl�ementation un algorithme du gradient conjugu�e avec un pr�econditionneur
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obtenu par factorisation incompl�ete de Cholesky [Saa03].Le pr�e-conditionnement n'est

pas n�ecessaire en th�eorie, mais se r�ev�ele en pratique indispensable pour acc�el�erer (parfois

dramatiquement) la convergence de l'algorithme du gradient conjugu�e, notamment lors

d'une forte di��erence de viscosit�es entre les deux 
uides. Plus grande sera cette di��erence,

moins bien conditionn�ee sera la matrice d�e�nissant le syst�eme d'�equations lin�eaires et plus

l'emploi d'un pr�e-conditionneur sera justi��e.

L'�etape �nale du solveur est celle de la projection du champs de pression. Le th�eor�eme

de Helmholtz-Hodge statue que tout champs vectoriel peut sed�ecomposer en un champs

vectoriel de divergence nulle et des gradients d'un champs scalaire. En faisant l'analogie

entre le champs vectoriel quelconque et le champs des v�elocit�es actuel u ��� , le champs

scalaire et le champs de pressionsp et �nalement entre le champs vectoriel de divergence

nulle avec le champs de v�elocit�es solution des �equationsde Navier et Stokesu t+1 , une

projection peut être d�eriv�ee telle que :

u t+1 = u ��� �
� t
�

r p (3.22)

u ��� est connu, il s'agit du champs actuel des v�elocit�es. Cependant, il demeure deux

champs de variablesu t+1 et p �a d�eterminer. En tirant partie du fait que u t+1 sera de

divergence nulle, on applique l'op�erateur de divergencer� des deux cot�es de l'�equation 3.22

a�n d'�eliminer u t+1 , et ainsi obtenir une �equation r�esolvable pour p :

� tr �
�

1
�

r p
�

= r � u ��� (3.23)

On se retrouve dans la même situation que pour le terme visqueux �etant donn�e que

l'on se doit de consid�erer la discontinuit�e interfaciale de la densit�e � , que l'on traite de la

même fa�con en constatant que le d�eplacement de l'interface est identique quelque soit le


uide o�u l'on se place (sinon un vide serait cr�e�e et l'inte rface ne serait plus une interface).

En d'autre termes, la v�elocit�e et donc l'acc�el�eration s ont continues �a l'interface :

1
� � r p� =

1
� + r p+ (3.24)

Par souci de compl�etion, on notera que par analyse dimensionnelle, [1� r p] correspond

�a [ 1
kg:m � 3

N:m � 2

m ], que l'on d�eveloppe [ 1
kg:m � 3 kg:m:s� 2:m� 3] pour r�ealiser qu'il s'agit d'une

acc�el�eration [ m:s� 2]. Une acc�el�eration �etant une distance inversement proportionnelle au

temps �elev�e au carr�e, le terme 1
� r p d�enote bien un d�eplacement interfacial.

A partir de l'�equation 3.24 qui est similaire �a l'�equatio n pour la continuit�e de l'acc�el�era-

tion visqueuse 3.19, on d�erive une moyenne harmonique pourla densit�e � qui sera utilis�ee

dans la discr�etisation du terme de pression. On omet les d�etails ici, le processus de d�eri-

vation �etant identique �a celui utilis�e pour le terme visq ueux, pour ne donner uniquement

l'expression de la moyenne harmonique de la densit�e :
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1
� (x + 1

2)
=

1
� �

1
� +

�
� + + 1� �

� �

(3.25)

avec la discr�etisation du terme de pression selon une seuledimension (l'extension �a

trois dimension est trivial) qui lui est associ�ee :

r �
�

1
�

r p
�

=

1
� (x+ 1

2 )
p(x + 1) �

�
1

� (x+ 1
2 )

+ 1
� (x� 1

2 )

�
p(x + 1) + 1

� (x� 1
2 )

p(x � 1)

(� x)2 (3.26)

La divergence du champs de v�elocit�es s'obtient simplement grâce �a l'arrangement d�e-

localis�e des variables, et est dans leur forme tridimensionnelle :

r � u(x) =
u(x +( 1

2 ;0;0)) � u(x � ( 1
2 ;0;0))

� x

+
v(x +(0 ; 1

2 ;0)) � v(x � (0; 1
2 ;0))

� x

+
w(x +(0 ;0; 1

2 )) � w(x � (0;0; 1
2 ))

� x

(3.27)

o�u x d�enote les coordonn�ees des centres des voxels.

L'�equation 3.23 est une �equation de poisson o�u le syst�eme d'�equation lin�eaires est d�e�ni

�a gauche par la discr�etisation de la pression (�equation 3.26) en concordance avec l'expres-

sion de la moyenne harmonique pour la densit�e (�equation 3.25), le terme de droite �etant

d�e�ni par la divergence du champs de v�elocit�es (�equatio n 3.27). Ce syst�eme d'�equations

lin�eaires poss�ede les mêmes propri�et�es alg�ebriquesque celui form�e pour le terme visqueux,

et on emploie ainsi la m�ethode it�erative du gradient conju gu�e pr�e-conditionn�e a�n de l'in-

verser rapidement. Le champs de pression r�esultant se substitue dans l'�equation 3.22 a�n

d'obtenir le champs de v�elocit�es u t+1 dont la divergence est nulle. Ce champs de v�elocit�es

constitue une solution des �equations de Navier et Stokes �a l'it�eration t + 1.

Durant les �etapes pr�ec�edemment d�ecrites, des conditions aux bords sont n�ecessaires

a�n de prendre en compte la pr�esence d'un solide (immobile dans le cadre de notre impl�e-

mentation). Ces conditions aux bords sont relatives au champs de v�elocit�es u et au champs

de pressionp et sont de types respectifs Dirichlet et Neumann [FM96] :

8
><

>:

u j � S
= 0

@p
@�! n j � S

= 0
(3.28)

o�u �! n d�enote la normale �a l'interface solide-
uides. On utilis e pour la discr�etisation des

conditions aux bords relatives au champs de v�elocit�es la m�ethode de Gibou et al. [GFCK02]

alors que l'on utilisera la m�ethodologie pr�esent�ee dans [FF01] pour la discr�etisation des

conditions aux bords relatives au champs de pression. Lors d'une int�egration implicite
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comme pour le terme de viscosit�e et le terme de de pression, ces deux formulations per-

mettent de conserver un syst�eme d'�equations lin�eaires sym�etrique d�e�ni positif tout en

prenant en compte la pr�esence de solides, et donc permet uner�esolution rapide et e�cace

des champs de variables concern�es.

Les interfaces sont �evolu�ees dans le temps avant que le solveur r�eit�ere le processus

de r�esolution d�ecrit ci-dessus. Comme pr�ec�edemment mentionn�e, on utilise la m�ethode des

particles level set [ELF05]. Dans cette m�ethode, le level set est �evolu�e ind�ependamment des

particules inertielles �a l'aide d'un sch�ema d'avection semi-lagrangien. Ainsi, en consid�erant

une interpolation trilin�eaire du level set et en usant de l' �equation 3.5 pour l'advection du

level set, on a :

� (x ; t + 1) = � (x � u(x)� t; t ) (3.29)

Apr�es l'advection du level set, les particules sont �evolu�ees �a leur tour selon une int�egra-

tion d'euler a�n d'̂etre utilis�ees comme d�ecrit dans [ELF 05] pour reconstruire l'interface.

Une r�einitialisation du level est ensuite n�ecessaire a�n de r�eparer le champs de distance.

Cette r�einitialisation est bas�ee sur l'�equation di��er entielle 3.6 en concordance avec l'es-

timation du signe explicit�ee dans l'�equation 3.8. Dans le cadre de notre impl�ementation,

un temps �ctif de � = 10 a au plus �et�e utilis�e en concordance avec un pas de temps de

� � = 0 :5� x, ce qui correspond �a la r�eparation locale d'une bande �epaisse de 5 voxels

autour de l'interface. Cette �epaisseur est su�sante �etan t donn�e que normales et courbures

seront estim�ees (pour les e�ets de tensions de surface) uniquement �a proximit�e de l'inter-

face. On note que les particules sont sollicit�ees une deuxi�eme fois apr�es la r�einitialisation

a�n de reconstruire l'interface, le processus de r�einitialisation pouvant amener les inter-

faces �a se d�eplacer faiblement.

3.1.4 Tensions interfaciales

La r�esolution des �equations de Navier et Stokes telle que pr�esent�ee pr�ec�edemment per-

met de simuler deux 
uides immiscibles incompressibles en interaction (c'est �a dire qu'il

existe une interface d�elimitant les deux domaines relatifs aux 
uides). Comme on a pu

le voir lors de l'�etat de l'art, il existe dans la nature des forces agissant dans le proche

voisinage d'une telle interface. Ces forces sont commun�ement d�enomm�ees tensions de sur-

face. A une faible �echelle, ce sont ces forces qui dominent et qui sont donc responsables

de la forme des bulles et des gouttes ainsi que leurs dynamiques. Inversement, lorsque de

grands volumes sont consid�er�es, la force gravitationnelle domine et ces forces peuvent être

n�eglig�ees tant leur impact est insigni�ant.

Dans le cadre de la pr�esente m�ethode, on se place �a une �echelle su�samment petite

pour que les tensions de surface jouent un rôle pro�eminentdans la forme et la dynamique
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d'un liquide en interaction avec un gaz. On se doit ainsi de les int�egrer au solveur num�e-

rique sous une forme discr�etis�ee en rapport direct avec l'aspect th�eorique des tensions de

surface. Cette partie traite de cet aspect l�a du solveur. Onpr�esente les deux formalisations

d�edi�ees aux e�ets de tensions de surface les plus populaires en physique num�erique pour

�nalement d�ecrire en d�etail celle que l'on aura choisie.

Conceptuellement, les tensions de surfaces existantes dans la proximit�e de l'interface

sont des forces agissant le long de la normale �a l'interface, leur sens d�ependant du signe

de la courbure tandis que leur intensit�e d�ependra du degr�e de courbure pond�er�ee par une

constante. Cette constante
 est commun�ement d�enomm�ee coe�cient de tensions de sur-

face, et se mesure comme �etant le rapport d'une force sur unedistance [N:m � 1]. Si l'on

d�enote le vecteur normal �a l'interface �! n , la courbure par � , et par dS une surface in�ni-

t�esimale, la tension de surfaceFT S �a l'interface peut alors s'exprimer math�ematiquement

de la sorte :

FTS = 
� �! n dS (3.30)

et l'action globale des tensions de surface sur l'interfacepeut s'exprimer par le biais

d'une int�egration surfacique
H

:

I

S
FTS (x)dx = 


I

S
� (x)�! n (x)dx (3.31)

Le premier mod�ele de tensions de surface en physique num�erique est du �a Brackbill et

al. [BKZ92] et est commun�ement d�enomm�e en anglais (( Continuum Surface Force ))(CSF).

Une discr�etisation de l'�equation 3.31 est propos�ee en vue d'une incorporation en tant que

force ext�erieure dans l'�equation 3.1 de conservation de la quantit�e de mouvement des

�equations de Navier et Stokes. Sa formulation est la suivante :

FCSF (x) = 
� (x)�! n (x)� (x) (3.32)

o�u � est une dirac permettant d'estimer une portion de surface selon la localisation dex

relativement �a l'interface. Cette �evaluation surfaciqu e correspond le plus souvent �a un lis-

sage empirique des valeurs similairement �a une fonction deHeaviside (voir l'�equation 3.17),

et d�epend donc directement du sch�ema de discr�etisation employ�e pour le domaine de r�e-

solution (par exemple, un level set o�u des volumes �nis). Lemod�ele CSF a �et�e utilis�e dans

de nombreux travaux en physique num�erique, et l'on citera �a titre d'exemples de fa�con

non exhaustive [CHMO96, Zuo96, SU98, MEPS98, BMC99, SP00, Spe05, vdPSVW08].

En synth�ese d'images, le mod�ele CSF a �et�e utilis�e dans [ CM04, SSK05, ZYP06] et on no-

tera que bien qu'empirique, Hong et Kim [HK03] adoptent une approche conceptuellement

tr�es proche en traitant les e�ets de tensions de surface en tant que forces ext�erieures (leurs

�evaluations �etant di��erentes).
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L'approche CSF est une approche de typedi�use , c'est �a dire qu'elle distribue volu-

miquement une force dans les alentours d'une interface alors que ces forces n'ont lieues

d'̂etre qu'�a l'interface même. Comme le montrent les r�esultats [BMC99], une oscillation

de l'interface est couramment observ�ee due au sch�ema di�us trop approximatif employ�e,

l'�equilibre des forces �a l'interface au sens de la physique �etant di�cilement atteignable nu-

m�eriquement parlant. Ces oscillations portent atteintes �a la convergence du solveur, mais

sont surtout observables dans le cadre d'une visualisation, rendant ainsi cette approche

peu appropri�ee pour la synth�ese d'images.

i � 2 i � 1 i i + 1 i + 2

� p

p(i � 2)
p(i � 1)

p(i )

p(i + 1)
p(i + 2)

� LG

x

p

pGF M (i + 1)

pGF M (i )

Fig. 3.5: Illustration du concept de la m�ethode des 
uides fantômes (GFM). Lors d'une

transition de phase �a l'interface � LG , une discontinuit�e de la pression existe comme for-

malis�ee dans le th�eor�eme de Laplace. A partir de ce th�eor�eme, des pressions fantômes

(pGF M (i ) et pGF M (i + 1)) de part et d'autre de l'interface sont d�etermin�ees �a partir des

pressions r�eelles et du saut de pression th�eorique �p. Cette extrapolation interfaciale per-

met de simuler la continuit�e de chacune des phases (et donc une d�erivation des pressions �a

l'interface est possible) tout en prenant en compte dans la simulation les e�ets de tensions

de surface.

Une seconde approche pour la discr�etisation des e�ets de tensions de surface est la

m�ethode dite des 
uides fantômes [FAMO99] (de l'anglais (( Ghost Fluid Method )), GFM).

Conceptuellement, cette approche extrapole �a l'interface le domaine d'un 
uide dans celui

de son voisin en se basant sur des propri�et�es physiques. Dans le cas des e�ets de tensions

de surface, le th�eor�eme de Laplace est mis �a contribution a�n de d�ecrire �a proximit�e

de l'interface un champs de pression virtuel o�u le saut de pression th�eorique interfacial

� p = 
� est pris en compte (voir la �gure 3.5). Consid�erons uniquement l'axe des abscisses,
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et soit x � le point d'intersection entre une interface et deux voxels connexes selonx. Si

l'on extrapole le 
uide de gauche dans celui de droite, on a alors :

pGF M (bx � c + 1) = p(bx � c + 1) + � LG (bx � c)
j� LG (bx � c)j 
�

� = �� (bx � c) + (1 � � )� (bx � c + 1)

� = � � LG (bx � c)
� LG (bx � c+1) � � LG (bx � c)

(3.33)

En substituant dans l'�equation 3.26 les pressions des 
uides voisins par celle d'un 
uide

fantôme si une transition de phase est de rigueur, les e�etsde tensions de surface sont in-

corpor�es dans la discr�etisation du terme de pression des �equations de Navier et Stokes.

Les gradients du champs de pressions solution une fois soustrait au champs de v�elocit�es

temporaire comme dict�e par l'�equation 3.22 permet alors d'obtenir un champs de v�eloci-

t�es non seulement de divergence nulle, mais re
�etant aussi l'action de forces minimisant

l'�energie de surface.

La GFM est une approche agissant dimension par dimension et est de type �ne du �a

la consid�eration du saut de pression �a l'interface même, les courbures �a l'interface �etant

obtenues par une interpolation lin�eaire des courbures en les centres des voxels. Le signe du

saut de pression d�epend du 
uide en consid�eration, et �etant donn�e qu'entre deux voxels

connexes la même courbure interpol�ee est utilis�ee ind�ependamment du cot�e o�u l'on se place,

le stencil de discr�etisation demeure sym�etrique et d�e�n i positif (seul le terme source de

droite est modi��e). Cette derni�ere remarque est de prime i mportance car elle autorise l'uti-

lisation de m�ethodes it�eratives rapides pour la r�esolut ion du syst�eme d'�equations lin�eaires

d�ecoulant d'une discr�etisation GFM. L'autre atout majeu r de la GFM est l'extrapolation

�a la vol�ee du champs de pression �a l'interface, la complexit�e m�emoire du solveur restant

ainsi inchang�ee compar�ee �a une approche ne prenant pas encompte les tensions de surface.

R�ecemment utilis�ee en synth�ese d'images pour l'animation de liquides [HK05, LSSF06], la

GFM a �et�e choisie dans le cadre de notre impl�ementation pour sa stabilit�e tant num�erique

que visuelle (les e�ets d'oscillations d'interface �a l'�e quilibre sont ainsi �evit�es) mais aussi

pour la meilleure justesse des r�esultats qu'elle engendreau sens de la physique et de la

ph�enom�enologie (la forme des bulles et des gouttes obtenues sont en meilleur accord avec

la r�ealit�e compar�ee �a une approche CSF).

On notera pour conclure que les premi�eres approches en physique num�erique propo-

saient d'estimer les e�ets de tensions de surface en imposant des conditions aux bords sur

le champs de pression d'un des 
uides. Par exemple, dans le cas de l'eau en interaction

avec de l'air, une pression nulle pour l'air est suppos�ee �alaquelle est ajout�ee un saut de

pression lorsqu'�a proximit�e de l'interface. Ce genre d'approches pr�esente deux failles. Tout

d'abord, le saut de pression est calcul�e au centre des voxels sans prendre en compte la lo-

calisation exacte de l'interface, mais il est surtout n�ecessaire de poser comme hypoth�ese la

valeur de la pression �a l'�equilibre pour le 
uide auquel on souhaite imposer des conditions
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aux bords. Ainsi, une vox�elisation des e�ets de tensions desurface peut être observ�ee si

la discr�etisation du domaine n'est pas assez �ne, l'hypoth�ese d'une pression �a l'�equilibre

limitant grandement le r�ealisme et la diversit�e des simul ations r�ealisables. Cependant, du

�a son impl�ementation facile et directe, ce type d'approche a pr�ec�edemment �et�e utilis�e en

synth�ese d'images o�u des animations convaincantes ont pûetre obtenues au prix d'une

discr�etisation tr�es �ne [FM97, LGF04, WMT05].

3.1.5 Tensions de surface �a la triple ligne de contact

Si l'on analyse succinctement la th�eorie des e�ets de tensions de surface agissant �a une

interface, l'�equilibre d'une interface entre deux 
uides est atteint lorsque la courbure de

cette derni�ere est nulle, soit lorsque l'interface repr�esente un plan en trois dimensions. Cette

formulation de l'�equilibre interfacial est en accord avec les observations ph�enom�enologiques

pour une interface simple (par exemple, pour la surface de s�eparation existante entre de

l'eau et de l'air lorsque �eloign�ee de tout solide). Cependant, lorsqu'une faible quantit�e de

liquide est d�epos�ee sur un solide, on se rends compte que l'�equilibre �a la triple ligne de

contact est atteint pour un certain angle de contact et non plus pour un plan. L'�equilibre

hydrostatique �a la triple ligne de contact est alors d�ecri t par la relation de Young et non

plus par le th�eor�eme de Laplace, le solveur pr�ec�edemment pr�esent�e ne pouvant pas en

cons�equence reproduire le ph�enom�ene des gouttes car cherchant �a �etablir un �equilibre non

valide �a la triple ligne de contact d'un point de vue de la physique. Cette partie traite de la

formalisation et de la discr�etisation de la relation de Young en physique num�erique, et on

pr�esentera dans la partie 3.2 quelques nouveaux mod�eles sp�eci�ques �a la synth�ese d'images

a�n d'animer des 
ots de gouttes sur des surfaces solides. Rappelons que le ph�enom�ene de

la triple ligne de contact -et notamment sa dynamique- demeure �a ce jour mal compris de

la communaut�e physique, la majorit�e des mod�eles ayant �e t�e propos�es en physique num�e-

rique �etant empiriques et se basant sur des observations ph�enom�enologiques ainsi que sur

des mesures exp�erimentales.

En dynamique des 
uides, lorsqu'un 
uide est en interaction avec un solide, des condi-

tions aux bords sont impos�ees sur le champs de v�elocit�es a�n que la v�elocit�e du 
uide soit

�egale �a celle du solide. Plus pr�ecis�ement, cette condition aux bords (d�enomm�ee en anglais

(( no-slip ))) impose que le 
uide ne peut se d�eplacer tangentiellement au solide. Bien que

correcte dans le cadre de simulations o�u il est question de grandes �etendues liquides, cette

condition aux bords va �a l'encontre du ph�enom�ene de la tri ple ligne de contact o�u un d�e-

placement tangentiel du liquide peut être observ�e. Cette contradiction [CL71] a soulev�ee

de nombreuses interrogations au sein de la communaut�e physique, certains allant même

jusqu'�a remettre en cause la validit�e des �equations de Navier et Stokes. A�n de rem�edier �a

cette incoh�erence, une condition aux bords du solide plus laxiste dite de non-p�en�etration

(en anglais (( no-penetration ))ou (( free-slip ))) a �et�e introduite en pratique o�u la compo-

sante normale au solide de la v�elocit�e du 
uide est �egale �a la v�elocit�e du solide (et donc o�u

un d�eplacement tangentiel au solide est autoris�e). A notre connaissance, cette condition au
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bord est utilis�ee dans tous les travaux d�edi�es �a la dynam ique de la triple ligne de contact,

d'o�u son importance. Dans les travaux que l'on pr�esentera ci-dessous, une condition aux

bords (( no-slip ))sera impos�ee sur les bords des voxels solides connexes �a des voxels liquides

except�e �a la triple ligne de contact o�u une condition aux b ords (( free-slip ))sera de rigueur

a�n de permettre le d�eplacement des gouttes sur le solide (typiquement, plusieurs voxels

avoisinant la triple ligne de contact seront concern�es).

On �enum�ere dans ce qui suit les mod�eles de triple ligne de contact issus de la physique

num�erique :

1. Angle de contact constant [Zuo96, ZGZ97]

A partir de conditions initiales o�u la forme des gouttes est discr�etis�ee comme �etant

d�eja �a l'�equilibre (soit, l'angle de contact stable dict �e par la relation de Young est

respect�e), une v�elocit�e pour la triple ligne de contact e st impos�ee a�n que son d�epla-

cement soit �egal au d�eplacement de la couche sup�erieure du liquide selon la normale

au solide. Ainsi, l'�equilibre est r�etabli imm�ediatemen t �a chaque pas de temps. Bien

que ce mod�ele permet la simulation de l'�ecoulement d'une goutte sur une surface

solide, sa simplicit�e r�esulte en son inaptitude �a g�erer des gouttes de formes arbi-

traires (soit, possiblement non �a l'�equilibre) ainsi qu' �a reproduire des fusions ou des

s�eparations de plusieurs gouttes.

2. Retour �a l'�equilibre [Zuo96, ZGZ97]

Connaissant la valeur de l'angle de contact stable� e et ayant d�etermin�e la valeur

de l'angle de contact pour le pas de temps courant� d, la v�elocit�e de la triple ligne

de contact uC est estim�ee comme �etant la di��erence des deux angles pr�ec�edents le

tout pond�er�e par un coe�cient � dit de longueur de glissement. Une formulation

lin�eaire uC = � (� e � � d) et une formulation quadratique uC = � (� e
2 � � d

2) ont

ainsi �et�e propos�ees, des r�esultats convaincants ayant �et�e obtenus en pratique pour

de faibles v�elocit�es (et donc pour une faible di��erence entre les deux angles). Les

principales limitations de cette m�ethode sont sa forte inexactitude lors de grandes

di��erences entre l'angle de contact stable et l'angle de contact dynamique, la n�ecessit�e

de d�eterminer empiriquement la constante � ainsi que l'estimation �a chaque pas de

temps de l'angle de contact dynamique dont la justesse et la pr�ecision d�ependront

fortement de la �nesse de la discr�etisation ainsi que de la m�ethodologie num�erique

adopt�ee.

3. Condition aux bords de Navier [Zuo96, ZGZ97]

Propos�ee il y a pr�es de deux si�ecles par Navier, une condition aux bords de Navier

peut être impos�ee �a proximit�e de la triple ligne de conta ct a�n d'engendrer sa mo-

bilit�e. La v�elocit�e tangentielle uC = � @u
@�! n ainsi calcul�ee d�ependra de la variation des

v�elocit�es selon la normale au solide�! n ainsi que d'un coe�cient de glissement � . Les

r�esultats obtenus par cette m�ethode di��erent de trop lor sque compar�es �a des mesures

exp�erimentales, notamment en ce qui concerne la vitesse ded�eplacement de la triple

ligne de contact.
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4. Condition aux bords de Navier g�en�eralis�ee

Dans plusieurs travaux importants, Qian et al. [QWS03, QWS04, QWS06] proposent

une condition aux bords de Navier g�en�eralis�ee pour la v�e locit�e de la triple ligne de

contact o�u le comportement de la triple ligne de contact �a l '�echelle microscopique

est reproduit �a travers un mod�ele hydrodynamique continu �a l'�echelle macrosco-

pique (soit, un mod�ele utilisable dans une simulation classique des �equations de

Navier et Stokes). Bien que r�ecents, ces travaux prometteurs semblent proposer pour

la premi�ere fois une condition aux bords g�en�erale pour le probl�eme d'interaction


uide-solide, les r�esultats relatifs �a la simulation de g outtes �etant en excellent accord

avec les mesures exp�erimentales. Les limitations de ce mod�ele sont principalement sa

di�cult�e d'impl�ementation et de compr�ehension (une for mulation hydrodynamique

diphase de Cahn-Hilliard �etant de rigueur) ainsi que la n�ecessit�e de d�eterminer des

constantes relatives �a chaque couple de 
uides par des simulations de dynamique

mol�eculaires (lentes et complexes) qui serviront de param�etres d'entr�ee lors de la si-

mulation macroscopique. Cependant, cette piste sera explor�ee dans de futurs travaux

pour la synth�ese d'images du �a son aspect fortement prometteur et g�en�eraliste.

5. Saut de pression �a la triple ligne de contact

A�n de reproduire le ph�enom�ene de l'angle de contact, une adaptation du th�eo-

r�eme de Laplace �a la triple ligne de contact a �et�e propos�ee, le th�eor�eme de Laplace

�etant initialement valide uniquement �a l'interface. Le c oncept majeur derri�ere ces

m�ethodes est la construction d'une interface virtuelle creus�ee dans la partie solide

a�n que les courbures calcul�ees �a la triple ligne de contact re
�etent l'angle de contact

stable d�esir�e. Propos�ee pour la premi�ere fois en 2D par Sussman et Uto [SU98] et

repris dans de nombreux travaux tels que [RRL01, Spe05, LKMU05, AB08], cette

m�ethode a �et�e adapt�ee en 3D pour la synth�ese d'images par Wang et al. [WMT05].

On d�etaille cette derni�ere dans ce qui suit �etant donn�ee son importance quant au

contexte pr�esent et l'on rappelle qu'il s'agit de la seule m�ethode d�edi�ee �a l'animation

de gouttes sur un solide. Dans [WMT05], deux level sets sont utilis�es pour la discr�e-

tisation de l'interface liquide-air et de l'interface solide-
uides. A�n de prendre en

compte le ph�enom�ene de la triple ligne de contact, une surface virtuelle est construite

dans un troisi�eme level set. La surface virtuelle est dans un premier temps initialis�ee

comme �etant l'interface liquide-air. Pour chaque intersection de la triple ligne de

contact avec deux voxels connexes dans la phase liquide, de nouvelles distances sont

calcul�ees pour les voxels directement connexes dans le solide �a l'aide d'une estima-

tion analytique. Cette estimation analytique calcule la distance sign�ee entre le centre

d'un voxel et un vecteur re
�etant l'angle de contact stable relativement au point

de contact. Lorsqu'une �ne bande a �et�e peupl�ee dans la partie solide pour tous les

points de contact de la triple ligne, une extrapolation rapide [Set96] du champs de

distances sign�ees est e�ectu�ee dans une bande plus large du solide (typiquement trois

voxels) a�n que lors des calculs des courbures, toutes les distances utilis�ees dans les

stencils soient valides. La surface virtuelle �nale est alors obtenue. Lors de la prise en
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compte des e�ets de tensions de surface o�u des conditions aux bords dans les voxels

de l'air voisins �a des voxels liquides seront impos�ees, cette surface virtuelle permet-

tra de calculer des courbures valides même pour la triple ligne de contact. Dans un

deuxi�eme temps, Wang et al. proposent de prendre en compte la dynamique de la

triple ligne de contact ainsi que le ph�enom�ene d'hyst�er�esis de l'angle o�u v�elocit�es et

angles de contact sont intrins�equement li�ees. Les param�etres d'angle de recul�ee et

d'angle d'avanc�ee sont alors n�ecessaires �a l'instar de l'angle de contact stable. A�n de

d�eterminer quel angle de contact imposer, deux surfaces virtuelles sont construites,

l'une re
�etant l'angle de recul�ee et la seconde l'angle d'avanc�ee. Selon les signes res-

pectifs des deux pressions obtenues �a la triple ligne de contact, la pression ad�equate

pour chaque point de contact est choisie a�n d'imposer l'angle de contact comme

�etant celui de recul�ee, d'avanc�ee ou bien comme �etant non contraint (ph�enom�ene de

l'hyst�er�esis).

Cette famille de m�ethodes pr�esente de nombreux avantages. Tout d'abord, l'int�e-

gration des tensions de surface �a l'interface comme �a la triple ligne de contact est

e�ectu�ee indi��eremment �a partir d'un saut de pression co mme dict�e par le th�eor�eme

de Laplace. Aussi, en n'imposant pas la v�elocit�e de la triple ligne de contact en tant

que conditions aux bords comme lors de pr�ec�edents mod�eles, aucune hypoth�ese n'est

faite sur l'�echelle du liquide et donc sur les forces qui dominent. Ainsi, dans le cas de

fortes v�elocit�es ou de grands volumes liquides, les e�etsde tensions de surface bien

que pris en compte n'auront pas d'in
uences signi�catives sur le 
ot. En revanche, la

complexit�e m�emoire engendr�ee est accrue du �a l'usage d'une troisi�eme grille (angle de

contact stable) voire d'une quatri�eme grille (dynamique de la triple ligne de contact

et ph�enom�ene de l'hyst�er�esis de l'angle). La complexit �e calculatoire est aussi gran-

dement augment�ee du �a l'estimation analytique employ�ee suivie d'une extrapolation

(d'apr�es les auteurs, une simulation typique pour une animation de moins d'une mi-

nute requiert de 5 �a 8 jours de calculs sur un Pentium Xeon 2.8GHz). Ceci peut

devenir une s�ev�ere limitation en 3D, notamment pour de fortes r�esolutions de grilles.

Les r�esultats pr�esent�es dans [WMT05] n�ecessitent malheureusement une �nesse de

discr�etisation �elev�ee a�n d'̂etre convaincants, et nou s pensons que cette limitation

provient principalement de l'int�egration des e�ets de ten sions de surface en tant que

conditions aux bords voxelis�ees. De plus, la technique de la surface virtuelle �echoue

pour des angles de contacts trop petits ou trop grands du �a l'estimation analytique

des distances dans le solide exacte en 2D mais approximativeen 3D. Pour �nir, on

notera que les auteurs a�rment que des conditions aux bords(( no-slip ))ont �et�e uti-

lis�ees tout le long du solide (et donc �a la triple ligne de contact). Th�eoriquement, une

pression in�nie �a la triple ligne de contact est alors requise pour que son d�eplace-

ment soit possible [CL71] tandis qu'en physique num�erique, les m�ethodes d�edi�ees aux

gouttes imposent une condition aux bords(( free-slip ))pour �eviter cette singularit�e

aux cons�equences graves. Ce dernier point -important- estpossiblement un oubli de

la part des auteurs.
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Synth�ese :

On se focalise exclusivement sur les limitations de l'approche de Wang et al. (groupe

n ° 5) car propre et unique au domaine de la synth�ese d'images, les autres groupes de

m�ethodes contribuant possiblement �a les d�epasser et aidant �a une meilleure compr�ehension

du probl�eme. On �enum�ere les limitations majeures de [WMT 05] ci-dessous :

1. Du �a une simulation simple phase, seule une interface 
uide-air peut être consid�er�ee.

Le ph�enom�ene de l'angle de contact est pourtant existant pour toute interface 
uide-


uide tel que de l'eau avec de l'huile dans un r�ecipient. Il serait int�eressant dans

le cadre de la synth�ese d'images d'�etendre l'�eventail des combinaisons de 
uides

possibles a�n de b�en�e�cier d'une approche g�en�eraliste .

2. La prise en compte des e�ets de tensions de surface est e�ectu�ee en tant que condi-

tions aux bords centr�ees en les voxels. Comme expliqu�e pr�ec�edemment, cette m�e-

thodologie est trop approximative, la qualit�e des r�esult ats d�ependant fortement du

degr�e de �nesse de la grille.

3. Les angles de contacts mod�elisables ne peuvent être extrêmes en raison de l'estima-

tion analytique trop approximative en 3D des distances dansle solide.

4. La cr�eation de la surface virtuelle requiert une complexit�e m�emoire pouvant être tr�es

p�enalisante en 3D, un angle de contact stable n�ecessitantune grille suppl�ementaire

et la dynamique de la triple ligne de contact deux grilles suppl�ementaires. Une esti-

mation �a la vol�ee des conditions aux bords �a la triple lign e de contact permettrait

de diviser par deux les ressources m�emoires n�ecessaires �a la simulation.

5. Dans le cas o�u le concept de surface virtuelle est maintenu, les ressources m�emoires

pourraient être n�eanmoins r�eduite d'un quart si une heur istique di��erente (soit, non

bas�ee sur les pressions) �etait utilis�ee quant �a la d�ete rmination de l'angle de contact

�a imposer (soit, l'angle d'avanc�ee ou l'angle de recul�ee).

6. Lever l'ambigu•�t�e pour la communaut�e graphique sur la condition aux bord s (( no-

slip ))ou (( free-slip ))�a adopter pour les v�elocit�es �a l'interface solide. En e� et, d'apr�es

la communaut�e physique et ses r�esultats -mais intuitivement aussi- une condition

(( no-slip ))interdit le d�eplacement de gouttes sur une surface solide (alors que cette

même condition a �et�e employ�ee dans [WMT05]). Bien que n'�etant pas une contribu-

tion en soit, il semble important de recti�er ce point crucia l �a la convergence de la

simulation, point sp�eci�que �a l'animation de gouttes et n on aux grandes �etendues de


uides.

Le solveur d�ecrit jusqu'�a pr�esent a �et�e con�cu d�es le d �epart avec ces limitations en

vue. Ainsi, la limitation n ° 1 est d�epass�ee grâce �a la formulation diphase des �equations de

Navier et Stokes, permettant ainsi de prendre en compte toute interface 
uide-
uide en

contact avec un solide. De même pour la limitation n° 2 o�u la GFM (m�ethode des 
uides

fantômes) int�egre les e�ets de tensions de surface au solveur avec une meilleure justesse

et pr�ecision compar�e �a des conditions aux bords voxelis�ees, permettant ainsi de r�eduire la
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r�esolution des grilles. La limitation n ° 6 (qui n'est pas r�eellement une limitation en soit)

est consid�er�ee a�n d'imposer des conditions aux bords ad�equates pour les v�elocit�es dans le

solide, des probl�emes de convergence voire des explosionsnum�eriques ayant �et�e rencontr�ees

en pratique sinon. Les limitations n° 3-4-5 font l'objet de la partie suivante et constituent

en soit les r�eelles contributions des pr�esents travaux derecherche.

3.2 Mod�eles propos�es

3.2.1 Dynamique de la triple ligne de contact

On s'inspire des travaux [LKMU05, Spe05] a�n de dicter le comportement de la triple

ligne de contact et reproduire le ph�enom�ene d'hyst�er�es is de l'angle de contact. Contraire-

ment �a Wang et al. [WMT05] o�u leur heuristique quant �a l'angle d'avanc�ee � a ou de recul�ee

� r �a imposer d�epend des deux pressions respectivement obtenues, on se base sur la valeur

de l'angle de contact dynamique� d actuel a�n de choisir l'angle de contact ad�equat. La

m�ethode est simple et e�cace, et se r�esume �a deux �etapes :

1. Calculer l'angle de contact dynamique� d actuel pour chaque point de contact de la

triple ligne de contact. Grâce aux deux level sets� LG et � S, cette information est

obtenue facilement et e�cacement avec� d = cos� 1(r � LG �r � S) (ceci est vrai car � LG

et � S sont des champs de distances sign�ees normalis�ees�a proximit�e de l'interface ).

2. Si � r � � d � � a, alors l'angle est en hyst�er�esis et la triple ligne de contact n'est pas

autoris�ee �a se d�eplacer en imposant une condition aux bords (( no-slip ))sur le champs

de v�elocit�es uC = 0 (soit, dans une formulation par saut de pression, � p = 0). Si

au contraire � d > � a (respectivement � d < � r ), on impose l'angle de contact comme

�etant � a (respectivement� r ) et une condition aux bords de(( free-slip ))sur le champs

de v�elocit�es est consid�er�ee (soit, dans une formulation par saut de pression, � p 6= 0).

Cette �evaluation de l'angle de contact ne se base que sur leschamps de variables actuels

des �equations de Navier et Stokes contrairement �a [WMT05] o�u deux champs de variables

suppl�ementaires sont n�ecessaires. Ainsi, même dans le cadre d'une m�ethode bas�ee sur la

surface virtuelle, la dynamique de la triple ligne de contact ne n�ecessitera plus qu'un seul

champs de variables suppl�ementaires, impliquant une baisse non n�egligeable d'un quart

de la complexit�e m�emoire. Les mod�eles pr�esent�es dans ce qui suit concernent uniquement

l'�evaluation des conditions aux bords �a proximit�e de la t riple ligne de contact, tous usant

de la m�ethodologie que l'on vient de pr�esenter pour la d�etermination de l'angle de contact

�a imposer.

3.2.2 Estimation des sauts de pression �a la triple ligne de c ontact

A�n de prendre en compte les e�ets de tensions de surface �a latriple ligne de contact en

usant du th�eor�eme de Laplace, les courbures usuelles �a l'interface doivent être r�e�evalu�ees

relativement �a l'angle de contact que l'on souhaite imposer. La technique de la surface
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virtuelle constitue un moyen d'arriver �a cette �n. On propo se ici di��erentes m�ethodes

d'estimation des courbures o�u la surface virtuelle globale est remplac�ee par une approxi-

mation surfacique locale, ce qui permet une �evaluation descourbures �a la vol�ee. Ainsi,

les nouvelles m�ethodes pr�esent�ees permettront de garder la même complexit�e m�emoire du

solveur de base au prix d'un faible surcoût calculatoire comme nous allons le voir.

Approximation de l'interface �a la triple ligne de contact p ar deux sph�eres

d'axes principaux orthogonaux

Soit une surface 2D orient�ee plong�ee dansR 3. En un point donn�e de cette surface, il

existe un vecteur normal qui d�e�nit un plan tangent local �a la surface. Une courbure pour

cette surface est calcul�ee comme �etant l'inverse du rayondu cercle osculateur �a la courbe

2D obtenue par section de la surface selon un plan perpendiculaire au plan tangent. Les

deux courbures principales en un point de la surface sont d�e�nies comme �etant respecti-

vement le minimum et le maximum de toutes ses courbures (soit, pour toutes les sections

perpendiculaires au plan tangent). La courbure moyenne� (qui est celle utilis�ee en dyna-

mique des 
uides pour quanti�er les e�ets de tensions de surface) est alors la moyenne de

ces deux courbures. On s'inspire de [Mar98], et on propose d'estimer la courbure moyenne

�a la triple ligne de contact par une approximation num�eriq ue des courbures principales �a

partir des deux grilles interfaciales� LG et � S.

Consid�erons une goutte sur un solide et pla�cons nous en un point de la triple ligne de

contact. Un tel point de contact existe si deux voxels de coordonn�ees v1 et v2 connexes

selon une dimension ont comme propri�et�es :

{ les deux voxels ne sont pas dans le solide, soit� S(v1) > 0 et � S(v2) > 0.

{ il y a une transition de phase entre les deux voxels, soit� LG (v1)� LG (v2) � 0.

{ au moins un des 8 voxels 6-connexe selon les deux autres dimensions au blocv1-v2

est dans la phase solide.

Si ces conditions sont remplies, alors les coordonn�eespC du point de contact sont estim�ees

comme �etant :

pC = v1 +
� � (v1)

� (v2) � � (v1)
(v2 � v1) (3.34)

Intuitivement, une bonne approximation des deux directions principales de courbure

pour une telle surface enpC est le plan tangent �a l'interface solide � S ainsi que le plan

perpendiculaire �a l'interface solide � S passant par le vecteur normal �a l'interface liquide-

gaz � LG . On d�e�nit un rep�ere orthonorm�e ( �; �; � ) local �a chaque point pC de la triple

ligne de contact tel que :
8
>>>>><

>>>>>:

� = r � S

� = r � LG � (r � LG � � )�

� = � � �

(3.35)
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Les deux axes principaux sont donc� et � . Sachant que trois points su�sent �a d�e�nir

un cercle et que les deux cercles osculateurs passent tous deux par le point de contact pC ,

il nous faut d�eterminer les quatre autres points qui permettront le calcul des courbures

principales.

Le calcul de la courbure� � relativement �a l'axe � n�ecessitent de localiser deux points

p+
� et p �

� situ�es sur l'interface solide (les informations relatives �a l'interface liquide-gaz

� LG demeurant valides) de part et d'autre du plan (pC ; �; � ). Dans le cas de la courbure

� � relative �a l'axe � , le point p+
� sera d�etermin�e dans la phase des 
uides de la même fa�con

que pour l'axe � tandis que le point p �
� situ�e dans le solide sera construit a�n de re
�eter

l'angle de contact � �a imposer. On explicite les calculs de ces quatre points :

p+
� = ( pC + � ) � � LG (pC + � )r � LG (pC + � )

p �
� = ( pC � � ) � � LG (pC � � )r � LG (pC � � )

p+
� = ( pC + � ) � � LG (pC + � )r � LG (pC + � )

p �
� = pC +

0

B
B
B
B
B
@

1 0 0

0 cos(� ) sin(� )

0 � sin(� ) cos(� )

1

C
C
C
C
C
A

� T

(3.36)

Les points dans une phase non solide (soientp+
� , p �

� et p+
� ) sont en fait calcul�es par

projection orthogonale sur l'interface � LG du point de contact translat�e en usant des gra-

dients de la phase des 
uides ainsi que de leur information dedistance. Le point virtuel

p �
� (qui sera toujours situ�e dans le solide) est obtenu par translation du point de contact

selon l'axe � (tangent au solide et orient�e selon le gradient de la phase des 
uides) apr�es

rotation de � degr�es selon l'axe� .

A�n de calculer les courbures principales� � et � � , il nous faut d�eterminer les cercles

passant respectivement par les triplets de points (p �
� ; pC ; p+

� ) et (p �
� ; pC ; p+

� ) ainsi que

les signes respectifs des courbures.

On utilise la m�ethode de L�opez-L�opez [LL92] qui permet de trouver e�cacement le

centre du cercle circonscrit �a un triangle. Soit un triangle d�e�nit par ses trois sommets s1 ,

s2 et s3 ainsi que ses trois segmentsS1 = s2 � s3 , S2 = s3 � s1 et S3 = s1 � s2 . Le centre

de gravit�e du triangle est sG = s1 + s2 + s3
3 . On calcule les valeurs scalairesd1 = � S2 � S3 ,

d2 = � S3 � S1 et d3 = � S1 � S2 . Le centre du cercle circonscritc est alors :

c =
3
2

sG �
d2d3s1 + d3d1s2 + d1d2s3

2(d2d3 + d3d1 + d1d2)
(3.37)

Le rayon du cercle est alors d�eduit de fa�con triviale R = ksi � ck aveci 2 f 1; 2; 3g. Pour des
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raisons de stabilit�e num�erique, on notera qu'il est n�ecessaire de d�eclencher cette proc�edure

uniquement lorsque les trois points ne sont pas align�es, auquel cas le rayon sera consid�er�e

comme in�ni et la courbure donc nulle.

En substituant respectivement (p �
� ; pC ; p+

� ) et (p �
� ; pC ; p+

� ) �a ( s1 ; s3 ; s2) pour obtenir

respectivementR� et R� , on pose pour les approximations des courbures principales:

� � =
�

((pC � p �
� )� (p+

� � pC ))
k((pC � p �

� )� (p+
� � pC ))k

� �
�

1
R �

� � = �
�

((pC � p �
� )� (p+

� � pC ))
k((pC � p �

� )� (p+
� � pC ))k

� �
�

1
R �

(3.38)

o�u le signe de la courbure est d�etermin�e par d�eduction g�eom�etrique de la convexit�e

(signe positif) ou concavit�e (signe n�egatif) de la phase liquide. La courbure moyenne qui

servira �a imposer des conditions aux bords pour la pression�a la triple ligne de contact

selon le th�eor�eme de Laplace est alors obtenue par :

� =
1
2

(� � + � � ) (3.39)
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Fig. 3.6: Approximation de la courbure par deux sph�eres d'axes principaux orthogonaux.

Ici, un exemple en 2D est montr�e (soit, seule la coubure selon l'axe principal � est calcul�ee

�a l'aide d'un cercle) o�u deux points de l'interface pC et p+
� ainsi qu'un point virtuel p �

�

imposant l'angle de contact d�e�nissent un cercle (en vert) dont la rayon sera celui de

courbure.

La �gure 3.6 illustre la m�ethode propos�ee en 2D.

Approximation de l'interface �a la triple ligne de contact p ar une quadrique

En g�eom�etrie di��erentielle, les courbures d'une surfac e param�etris�ee selon la longueur

d'arc sont d�e�nies par la d�eriv�ee seconde de son �equation param�etrique. Intuitivement,
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une �equation d'ordre deux pour la description d'une surface su�t ainsi aux calculs des

courbures. Une surface 2D plong�ee dansR 3 d�e�nie par une �equation quadratique appar-

tient �a la famille g�eom�etrique des quadriques. On pr�ese nte ici une m�ethode permettant

d'approcher l'interface �a la triple ligne de contact en concordance avec un angle de contact

�a imposer par une quadrique, la courbure moyenne qui sera utilis�ee pour le calcul des

e�ets de tensions de surface �etant d�eriv�ee analytiquement �a partir de l'�equation de la qua-

drique [Pet02].

Pour tout point de contact pC �a la triple ligne de contact, on d�etermine un rep�ere or-

thonorm�e local ( �; �; � ) ainsi qu'un triplet de points �a l'interface liquide-gaz ( p �
� ; p+

� ; p+
� )

en concordance avec un point virtuelp �
� r�e
�etant l'angle de contact � �a imposer comme

pr�ec�edemment d�ecrit dans dans la partie 3.2.2. On souhaite trouver une quadrique qui

passera au plus pr�es de ces points a�n d'y calculer la courbure moyenne enpC . On pro-

c�ede comme d�ecrit ci-dessous.

Pour tout point p de l'espace, ses coordonn�eesp0 dans le rep�ere (pC ; �; �; � ) sont

obtenues selon la formule de changement de rep�ere suivante:

p0 =

0

B
B
B
B
B
@

�

�

�

1

C
C
C
C
C
A

(p � pC )T (3.40)

On applique ce changement de rep�ere au quintuplet de points(pC ; p �
� ; p+

� ; p �
� ; p+

� ) et

l'on consid�ere la forme quadratique de l'�equation de la surface �a d�eterminer :

z0 = ax02 + bx0y0+ cy02 + dx0+ ey0 (3.41)

On forme un syst�eme d'�equations lin�eaires en substituant les coordonn�ees (x0; y0; z0)

dans l'�equation 3.41 par les coordonn�ees respectives de chacun des pointsp0
C , p0�

� , p0+
� ,

p0�
� et p0+

� o�u les variables �a d�eterminer sont a, b, c, d et e. Par souci de lisibilit�e, on d�enote

par (x0
i ; y0

i ; z0
i ) avec i 2 f 1; 2; 3; 4; 5g les coordonn�ees de chacun de ces points. Le syst�eme

d'�equations lin�eaires est alors :

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

z0
1 = ax0

1
2 + bx0

1y0
1 + cy0

1
2 + dx0

1 + ey0
1

z0
2 = ax0

2
2 + bx0

2y0
2 + cy0

2
2 + dx0

2 + ey0
2

z0
3 = ax0

3
2 + bx0

3y0
3 + cy0

3
2 + dx0

3 + ey0
3

z0
4 = ax0

4
2 + bx0

4y0
4 + cy0

4
2 + dx0

4 + ey0
4

z0
5 = ax0

5
2 + bx0

5y0
5 + cy0

5
2 + dx0

5 + ey0
5

(3.42)
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Sous forme matricielle, le syst�eme d'�equations lin�eaires

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x0
1

2 x0
1y0

1 y0
1

2 x0
1 y0

1

x0
2

2 x0
2y0

2 y0
2

2 x0
2 y0

2

x0
3

2 x0
3y0

3 y0
3

2 x0
3 y0

3

x0
4

2 x0
4y0

4 y0
4

2 x0
4 y0

4

x0
5

2 x0
5y0

5 y0
5

2 x0
5 y0

5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

a

b

c

d

e

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

z0
1

z0
2

z0
3

z0
4

z0
5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(3.43)

Etant donn�e que nous sommes en pr�esence d'un syst�eme de cinq �equations lin�eaires

�a r�esoudre pour d�eterminer la valeur de cinq variables, ce syst�eme est d�etermin�e et pos-

s�ede donc au moins une solution. On pourrait proc�eder par �elimination de Gauss a�n de

r�esoudre ce syst�eme, mais en pratique, une telle d�emarche est sujette �a des instabilit�es

num�eriques ainsi qu'�a l'obligation de g�erer certains ca s particuliers. On pr�ef�ere alors une

solution approch�ee obtenue par la m�ethode des moindres carr�ees qui minimise la norme

du r�esidu b� Ax pour un syst�eme d'�equations lin�eaires de la forme Ax = b.

Une fois les variables d�etermin�ees, la courbure moyenne �a la triple ligne de contact est

obtenue par simple d�erivation de degr�e deux de la forme quadratique de la surface :

� =
a + c + ae2 + cd2 � bde

(1 + d2 + e2)
3
2

(3.44)
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Fig. 3.7: Approximation de la courbure par une quadrique. Ici, un exemple en 2D est

montr�e (soit, seule la coubure selon l'axe principal � est calcul�ee �a l'aide d'une conique)

o�u deux points de l'interface pC et p+
� ainsi qu'un point virtuel p �

� imposant l'angle de

contact d�e�nissent une parabole (en vert) dont la courbure sera d�etermin�ee analytiquement

au point de contact pC .

La �gure 3.7 illustre la m�ethode propos�ee en 2D.
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Red�e�nition de l'op�erateur de courbure pour le cas de la tr iple ligne de contact

Dans un level set, nous avons vu que la courbure moyenne peut ^etre obtenue par appli-

cation du laplacien sur le champs de distancer 2� . Comme nous allons le voir, la courbure

peut être d�e�nie de di��erentes et diverses mani�eres [LJ LC05], et nous proposons de prendre

en compte ces formulations a�n d'y int�egrer l'angle de contact �a imposer �a la triple ligne

de contact. On utilise les informations de rep�ere orthonorm�e ( �; �; � ) local en un point de

contact pC de la triple ligne de contact ainsi que les quatre points interfaciaux (p �
� , p+

� ,

p � + � et p+
� ) comme d�e�nis dans la partie 3.2.2.

{ La courbure en un point d'une surface selon un axe peut êtred�e�ni en tant que

la variation d'angle relativement �a la longueur d'arc @�
@s. Connaissant les deux axes

principaux � et � pour le calcul des courbures principales� � et � � , on calcule les

variations d'angles ainsi :

@�
@s(� ) =

cos� 1

 
p C � p �

�

k p C � p �
� k

�
p +

� � p C

k p +
� � p C k

!

kpC � p �
� k+ kp+

� � pC k

@�
@s(� ) =

cos� 1
�

p C � p �
�

k p C � p �
� k

�
p +

� � p C

k p +
� � p C k

�

kpC � p �
� k+ kp+

� � pC k

(3.45)

En r�eutilisant l'�evaluation du signe de courbure de la par tie 3.2.2, les courbures

principales sont alors :

� � =
�

((pC � p �
� )� (p+

� � pC ))
k((pC � p �

� )� (p+
� � pC ))k

� �
�

@�
@s(� )

� � = �
�

((pC � p �
� )� (p+

� � pC ))
k((pC � p �

� )� (p+
� � pC ))k

� �
�

@�
@s(� )

(3.46)

La courbure moyenne est �nalement obtenue par� = 1
2(� � + � � ).

{ Une d�e�nition alternative pour la courbure selon un axe est celle qui met en relation

la d�eriv�ee tangentielle et le vecteur normal �a l'interfa ce @T
@s = �

�!
N . Dans le rep�ere

(pC ; �; �; � ), les d�eriv�ees tangentielles relatives aux deux axes principaux � et � sont

approch�ees comme �etant :

@T
@s(� ) =

pC � p �
�

kpC � p �
� k

�
p+

� � pC

kp+
� � pC k

@T
@s(� ) = pC � p �

�

f pC � p �
� k

� p+
� � pC

kp+
� � pC k

(3.47)

On pourrait utiliser l'axe � comme approximation du vecteur normal �a l'interface
�!
N

comme il a �et�e fait dans de pr�ec�edentes m�ethodes. Cependant, dans le cas pr�esent, la

justesse des courbures d�ependant directement de la qualit�e de l'approximation de
�!
N ,

une meilleure pr�ecision est de rigueur. On d�etermine alors le plan passant au mieux

�a travers les cinq points interfaciaux par une m�ethode des moindres carr�ees dont
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le vecteur normal orient�e selon � constitue une meilleur approximation du vecteur

normal �a l'interface
�!
N . La courbure moyenne est alors obtenue comme �etant :

� =
1
2

�
@T
@s

(� ) �
�!
N � 1 +

@T
@s

(� ) �
�!
N � 1

�
(3.48)

3.3 Etat des travaux et Conclusion

A l'instant de r�edaction du pr�esent manuscrit, les mod�el es th�eoriques pour la prise

en compte des e�ets de tension de surface �a la triple ligne decontact pr�esent�es dans la

partie 3.2 ne b�en�e�cient pas d'une impl�ementation �nali s�ee. A�n de pouvoir mettre en

pratique et tester intensivement ces nouveaux mod�eles num�eriques, un solveur pour les

�equations de Navier et Stokes 2D a �et�e d�evelopp�e selon la m�ethode de solution globale ex-

plicit�ee dans la partie 3.1.3, l'impl�ementation de la m�e thode des particles level set venant

d'̂etre achev�ee (mais non int�egr�ee au solveur encore). Le choix quant au d�eveloppement

pr�eliminaire d'un solveur 2D (et non directement du solveur 3D �nal) est justi��e par des

raisons techniques (erreurs de code plus facilement rep�erables) mais surtout par la meilleure

�evaluation de la qualit�e et de la justesse des r�esultats qu'elle permet de fa�con intuitive. Ce

choix est d'autant plus justi��e par le fait que nous avons adopt�e une approche g�en�erale dite

de dimension par dimension pour les divers sch�emas num�eriques utilis�es dans le solveur,

rendant l'extension de ce dernier �a la troisi�eme dimension directe, simple et e�cace.

Malgr�e la non prise en compte actuelle des e�ets de tensionsde surface �a la triple ligne

de contact, nous pr�esentons n�eanmoins quelques r�esultats pr�eliminaires de simulations 2D

o�u les e�ets de tensions de surface sont consid�er�es �a uneinterface 
uide-gaz. Les r�esultats

pr�esent�es ont �et�e obtenus pour des grilles de dimensions 642 avec � x = 1=64 m pour un

pas de temps de 1=24 secondes contraint �a une CFL de 5�x. Le couple de 
uides consid�er�e

est l'eau (en bleu) et l'air (en rouge) de propri�et�es respectives 1000kg:m� 3 et 2 kg:m� 3

pour la densit�e � , 10� 3 Pa:s� 1 et 0 Pa:s� 1 pour la viscosit�e dynamique � et de propri�et�e

commune le coe�cient de tensions de surface
 = 0 :073 N:m � 1. Les bords de la grille ont

�et�e consid�er�es comme solides avec l'imposition d'une condition aux bords (( no-slip )). Le

temps de calcul pour un pas de temps complet de la simulation est de l'ordre du dixi�eme

de seconde, la projection du champs de pression occupant pr�es de 80% des temps de calcul.

On consid�ere que la m�ethode du gradient conjugu�e pr�e-conditionn�e par une d�ecomposition

incompl�ete de Cholesky a converg�ee lorsque la norme du r�esidu devient inf�erieure �a 10 � 8

relativement �a la norme du terme de droite du syst�eme d'�eq uations lin�eaires. En pratique,

une petite centaine d'it�erations en moyenne ont �et�e n�ec essaires �a la convergence de la m�e-

thode du gradient conjugu�e avec le champs de pression toujours initialis�e en tant qu'un

champs de valeurs nulles. Dans les �gures 3.8 3.9 3.10 3.11, les couleurs employ�ees pour la

repr�esentation des di��erentes phases ont �et�e att�enu� ees relativement �a la distance interfa-

ciale (soit, plus un voxel sera �eloign�e de l'interface, plus sa couleur sera rendue opaque).
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Fig. 3.8: De gauche �a droite et de haut en bas, un splash d'eau sanse�ets de tensions de

surface.
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Fig. 3.9: De gauche �a droite et de haut en bas, un splash d'eau avece�ets de tensions de

surface
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La �gure 3.8 montre un splash d'eau sans les e�ets de tensionsde surface activ�es pour

plusieurs pas de temps successifs, tandis que la �gure 3.9 montre la même sc�ene avec les

e�ets de tensions de surface activ�es �a l'aide de la GFM. La dynamique de la goutte liquide

est principalement r�egie par la force gravitationnelle du �a sa grande densit�e compar�e �a

celle de l'air.

La �gure 3.10 montre une bulle d'air dans de l'eau sans les e�ets de tensions de surface

activ�es pour plusieurs pas de temps successifs, tandis quela �gure 3.11 montre la même

sc�ene avec les e�ets de tensions de surface activ�es �a l'aide de la GFM. La dynamique de la

bulle est principalement r�egie par le champs de pressions du �a la forte di��erence de densit�e

entre l'air et l'eau, ce qui cause sa remont�ee �a la surface.On remarquera que l'impact des

e�ets de tensions de surface sur la forme de la bulle est plus 
agrant compar�e �a son impact

sur la forme d'une goutte. On notera aussi la pr�esence de faibles quantit�es liquides restant

coll�ees sur les parois du solide, puis disparaissant du �a une dissipation num�erique. Ceci est

certainement du respectivement �a la condition aux bords(( no-slip ))impos�ee sur les bords

solides ainsi qu'�a la violation de la conservation volumique (ce qui devrait être r�esolu avec

l'int�egration au solveur de la m�ethode des particles level set).

Ces r�esultats illustrent les e�ets de tensions de surface sur le comportement d'une in-

terface. Concr�etement, la pr�esence de cette force acc�el�ere l'atteinte de l'�equilibre au sens

de la physique, soit, l'interface oscillera moins longtemps si les e�ets de tensions de surface

sont consid�er�es.

Les mod�eles que l'on a pr�esent�e th�eoriquement se focalisent sur la prise en compte des

e�ets de tension de surface �a la triple ligne de contact, ils devraient permettre dans un

avenir proche de simuler deux 
uides en interaction avec contacts solides comme c'est le

cas pour un 
ot de gouttes. De telles m�ethodes sont n�ecessaires si l'on souhaite obtenir

des formes et des d�eplacements de gouttes r�ealistes, et iln'en existe qu'une seule �a ce jour

en synth�ese d'images [WMT05]. Nous avons propos�e plusieurs mod�eles a�n de rem�edier

�a certaines des limitations de [WMT05]. En r�esum�e, on pro pose dans un premier temps

de diviser la complexit�e m�emoire du solveur par deux grâce �a une �evaluation des e�ets

de tensions de surface �a la vol�ee, et non �a l'aide de la d�etermination de deux champs

de variables suppl�ementaires �a chaque pas de temps. La dynamique de la triple ligne de

contact a �et�e simpli��ee conceptuellement (mais non qual itativement) grâce �a un compor-

tement dor�enavant dict�e par une heuristique simple issuede travaux reconnus en physique

num�erique, cette heuristique ne se basant que sur les champs de variables standards des

�equations de Navier et Stokes (et non sur deux champs de variables suppl�ementaires comme

dans [WMT05]). On utilise la m�ethode des 
uides fantômes (GFM) a�n d'int�egrer les e�ets

de tensions de surface au solveur contrairement �a une imposition de conditions aux bords

voxelis�ees trop approximatives. Les cons�equences sont doubles. La GFM permet une int�e-

gration des e�ets de tensions de surface plus juste, ce qui setraduit par des animations plus
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Fig. 3.10: De gauche �a droite et de haut en bas, une bulle d'air prisonni�ere dans de l'eau

remontant �a la surface sans e�ets de tensions de surface.
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Fig. 3.11: De gauche �a droite et de haut en bas, une bulle d'air prisonni�ere dans de l'eau

remontant �a la surface avec e�ets de tensions de surface.
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r�ealistes, avec une pr�ecision en dessous de la r�esolution de la grille, ce qui se traduit par

la possibilit�e d'utiliser des grilles moins �nes (soit, un e baisse de la complexit�e m�emoire et

calculatoire). Finalement, et �a titre subsidiaire, dans l es travaux de Wanget al. [WMT05],

une condition aux bords(( no-slip ))est impos�ee tout le long du solide. Th�eoriquement, le d�e-

placement d'un liquide tangentiellement au solide est alors rendu impossible ce qui est plus

que probl�ematique dans le cas d'une simulation de faibles �ecoulements. Reconnu comme

une s�ev�ere incoh�erence par la communaut�e physique depuis plus de trente ans [CL71], il

est d'usage depuis de relaxer la contrainte(( no-slip ))en (( free-slip ))localement �a la triple

ligne de contact a�n d'autoriser le d�eplacement de gouttes le long d'un solide. Bien que

semblant n'̂etre qu'un d�etail d'un certain point de vue, no us pensons que cette information

est importante �a communiquer �a la communaut�e de la synth�ese d'images int�eress�ee par

l'animation de faibles �ecoulements surfaciques, la n�egligence de cette information ayant des

cons�equences dramatiques sur la convergence de la simulation ainsi que sur la cr�edibilit�e

des r�esultats.

Nous esp�erons pr�esenter sous peu des r�esultats appuyanttout ce qui a �et�e dit ci-dessus.
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L'animation de ph�enom�enes naturels (tels que l'oc�ean, le feu ou les nuages) est r�epu-

t�ee dans le domaine de la synth�ese d'images pour son aspectnon trivial et di�cile, des

m�ethodes sophistiqu�ees �etant souvent de rigueur en vue de r�esultats visuellement convain-

cants. La dynamique des gouttes sur des surfaces solides n'�echappe pas �a cette g�en�eralit�e

et se situe même parmi les ph�enom�enes les plus complexes �a reproduire si l'on se place �a

une �echelle su�samment petite. En synth�ese d'images, deux classes de m�ethodes �a part

existent quant �a l'animation de gouttes.

La premi�ere classe de m�ethodes tente une approche empirique pour la simulation d'un


ot de gouttes. De par nature, la conception d'un algorithme empirique requiert de re-

censer ce que l'on souhaite reproduire a�n de lui trouver intuitivement une formalisation

(possiblement inspir�ee de connaissances scienti�ques ouautres). En d'autres termes, il est

essentiel de se focaliser sur un sous ensemble des caract�eristiques du ph�enom�ene (forme,

dynamique, propri�et�es du liquide et du solide, etc.), caract�eristiques judicieusement choi-

sies car jug�ees pr�edominantes dans un contexte donn�e (perceptuel ou photo-r�ealiste par

exemple). Les pr�ec�edentes m�ethodes empiriques d�edi�ees aux gouttes sont principalement

ax�ees sur les performances avec comme objectif la visualisation d'un 
ot �a travers une sur-

face translucide (une vitre ou un pare-brise). De par la nature du contexte, de premi�eres

limitations �emergent telles que le mat�eriau de la surface, sa g�eom�etrie, sa mobilit�e ainsi

que la localisation du point de vue. De plus, a�n d'acc�eder �a des performances interactives

pour le moins, la forme des gouttes ainsi que leur dynamique sont souvent discontinues

(respectivement dans l'espace et le temps).

Dans le chapitre 2, une m�ethode empirique temps-r�eel a �et�e propos�ee a�n de lever

certaines de ces limitations. Notamment, nous avons fait abstraction sur le mat�eriau de

la surface (translucide ou opaque), son orientation dans l'espace et sur le point de vue

de l'observateur. De plus, la forme du 
ot de gouttes est globalement continue, ce qui est

rendu possible grâce au sch�ema de discr�etisation employ�e pour le 
ot de gouttes associ�e �a

un sch�ema d'advection empirique et simple pr�eservant cette continuit�e dans le temps. Les

gouttes sont visualisables en tant que volumes en d�epit de la nature 2D de la simulation

grâce �a une technique de lancer de rayons temps-r�eel, ce qui n'�etait pas le cas pour les

pr�ec�edentes approches. De par ses performances et les r�esultats visuels convaincants, nous
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pensons que cette approche pourrait être int�egr�ee �a desapplications telles que des simu-

lateurs de conduite ou des jeux vid�eos.

Cependant, la forme ainsi que la dynamique obtenues pour lesgouttes ne re
�etent

pas le ph�enom�ene de l'angle de contact, la surface �etant contrainte �a être planaire d'autre

part. Il serait int�eressant et enrichissant de r�ealisme de trouver une m�ethodologie o�u le

volume des gouttes est reconstruit relativement �a certains param�etres a�n de reproduire

le ph�enom�ene de l'angle de contact, des surfaces param�etriques ou une union de carr�es de

surface devant permettre de simuler un 
ot de gouttes sur dessurfaces courbes.

G�en�eralement, une approche empirique permettra de pr�etendre �a de hautes perfor-

mances au prix d'un r�ealisme sacri��e. Les m�ethodes bas�ees physiques pour l'animation de

ph�enom�enes naturels vont �a l'inverse de ce principe en mettant l'accent sur le r�ealisme

des r�esultats quitte �a pâtir de longs temps de calculs. C'est dans cet �etat d'esprit qu'�a �et�e

con�cue la m�ethode du chapitre 3. Une des cibles r�ecurrentes de ces simulations num�eriques

est l'animation de grandes �etendues d'eau, cas pour lequelles fortes complexit�es calcula-

toire et m�emoire engendr�ees les destinent �a du rendu en temps di��er�e. Sachant que d'un

point de vue �equationnel, la complexit�e d'une simulation pour les gouttes est d'autant

plus augment�ee, il est d'int�erêt pour la communaut�e de b �en�e�cier d'une m�ethode la moins

prohibitoire possible en terme de calculs, soit, que les termes �equationnels suppl�ementaires

soient trait�es le plus e�cacement possible. Dans l'unique m�ethode bas�ee physique d�edi�ee �a

l'�ecoulement de gouttes en synth�ese d'images, la complexit�e m�emoire d'un solveur physique

standard est doubl�ee et la complexit�e calculatoire augment�ee de fa�con non n�egligeable au

point qu'une animation d'une minute demande plusieurs jours de calculs. Les r�esultats

visuels �etant en revanche de qualit�e et impressionnant der�ealisme, nous nous sommes

focalis�es sur la principale limitation du solveur relativ e aux gouttes, �a savoir l'�evaluation

num�erique des e�ets de tensions de surface �a la triple ligne de contact. En proposant une

nouvelle heuristique quant �a la dynamique de la goutte en concordance avec di��erents

sch�emas d'�evaluation des tensions de surface tous�a la vol�ee , la complexit�e m�emoire est di-

vis�ee par deux et la complexit�e calculatoire th�eoriquem ent plus basse. De plus, les sch�emas

d'�evaluation pour les e�ets de tensions de surface sont issus de la g�eom�etrie di��erentielle

et ne constituent pas une approximation 3D d'un mod�ele 2D comme pr�ec�edemment. Nous

nous attendons en cons�equence �a ce que des formes de gouttes plus vari�ees et plus justes

soient atteintes comme devraient le con�rmer les r�esultats dans un avenir proche.

Une des particularit�es d'un �ecoulement de gouttes sur surfaces solides est la faible pro-

portion de l'espace occup�ee par ces derni�eres. La m�ethode bas�ee physique existante ainsi

que celle explicit�ee dans le pr�esent manuscrit usent d'une discr�etisation 3D compl�ete de

l'espace, ce qui constitue un gaspillage m�emoire non n�egligeable. En perspectives, il serait

int�eressant d'adapter ou du moins de s'inspirer des techniques de simulation de gaz sur

des surfaces comme vu lors de l'�etat de l'art. Les principales di�cult�es auxquelles rem�e-
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dier seraient alors la repr�esentation d'une �ne bande volumique autour de la surface 2D

(a�n de mod�eliser de faibles volumes liquides), l'advection des interfaces (probl�ematique

inexistante dans le cadre d'une simulation gazeuse) ainsi que de la prise en compte des

e�ets de tensions de surface �a la triple ligne de contact. Les approches surfaciques bas�ees

physiques d�edi�ees aux gaz usent soit d'un maillage traditionnel soit d'une discr�etisation en

carreaux de surfaces pour la r�esolution des �equations physiques. Ce type de discr�etisation

est responsable de distorsions visuelles et n�ecessite un solveur adapt�e complexe d'impl�e-

mentation. En math�ematiques, la param�etrisation confor me est un puissant outil pouvant

servir �a la r�esolution d'�equations di��erentielles sur une surface 2D. Des travaux relatifs �a

ce dernier point devraient être entamer sous peu.
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